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HƯỚNG DẪN ÔN TẬP VÀ LÀM BÀI THI TỐT NGHIỆP THPT MÔN TOÁN 
 

         Khi ôn tập, cần ôn theo từng chủ đề. Mỗi chủ đề cần hệ thống các kiến thức cơ bản, tóm tắt 
phương pháp giải của các dạng bài tập, vận dụng kiến thức để suy luận, tính toán chính xác trong 
các tình huống cụ thể và ghi chú những sai sót thường mắc phải để khắc phục.   
           I. Hướng dẫn ôn tập 
 Để ôn tập tốt cần chú ý các vấn đề sau: 
         - Học sinh phải hiểu, thuộc và nắm vững các kiến thức trong sách giáo khoa, nhớ và biết vận 
dụng vào các bài tập cụ thể. 
          - Ôn tập hệ thống các dạng toán trong sách giáo khoa môn Toán lớp 12. 
          - Khi làm bài tập ôn tập cần theo trình tự từ dễ đến khó, trước hết hãy làm các bài tập áp dụng 
trực tiếp các công thức để củng cố lý thuyết, sau đó mới làm các bài tập đòi hỏi suy luận và tư duy 
tổng hợp. 
         - Sau khi làm xong một bài tập cần phải kiểm tra lại các bước giải, rút kinh nghiệm cho mình, 
thông qua lời giải bài toán. 
         - Cuối mỗi chủ đề cần phải làm nhiều bài toán tổng hợp. 
         - Tham khảo cấu trúc đề thi tốt nghiệp môn Toán của Bộ giáo dục năm 2010. 
         - Tham khảo một số đề thi tốt nghiệp THPT môn toán những năm gần đây để biết mức độ kiến 
thức của một đề thi tốt nghiệp THPT. 
          - Nắm chắc nội dung giảm tải môn toán THPT được Bộ giáo dục và Đào tạo thông báo đầu 
năm học 2011-2012. 
         - Tham khảo đáp án và thang điểm của đề thi tốt nghiệp THPT những năm gần đây để rút kinh 
nghiệm trong việc trình bày. 
        - Học sinh cần phải nắm vững các kiến thức, kĩ năng nói trên và một số kiến thức liên quan 
được học ở các lớp 7, 8, 9, 10 như: quy tắc phá ngoặc, quy tắc nhân hai đa thức, quy tắc chia đa thức 
cho đa thức (tình huống thường gặp là chia tam thức bậc hai cho nhị thức bậc nhất), định lí về dấu 
của nhị thức bậc nhất, định lí về dấu của tam thức bậc hai … 
          II. Hướng dẫn làm bài thi 
        Trong quá trình làm bài thi học sinh cần phải chú ý một số vấn đề sau:  
        - Để làm tốt bài thi học sinh phải rèn luyện kỹ năng làm bài. Kỹ năng này bao gồm phương 
pháp phân tích để tìm ra lời giải bài toán, kỹ năng trình bày lời giải bài toán và kỹ năng tính toán.  
        - Thang điểm của bài thi thường được đặt bên cạnh đáp số của mỗi phép toán hoặc một suy 
luận logic hay sau mỗi phép biến đổi, tính giá trị biểu thức... Nếu học sinh tính toán sai, viết nhầm 
hoặc suy luận không đúng … thì mất rất nhiều điểm. 
        - Học sinh phải viết đúng các công thức, các kí hiệu Toán học, rút gọn đúng các biểu thức và 
kết quả ở tất cả các phép toán.  
        - Học sinh phải trình bày đủ ý trong quy trình giải một bài toán như: quy trình khảo sát và vẽ đồ 
thị hàm số, quy trình tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số trên một tập hợp, quy trình tính tích 
phân bằng phương pháp đổi biến... Thang điểm của bài thi sẽ căn cứ vào các bước trong quy trình 
giải Toán.  
         - Để đạt điểm cao, học sinh phải trình bày đẹp, diễn đạt tốt, các ý rõ ràng. Sau mỗi suy luận 
logic nên xuống dòng, chia ý rõ ràng. Tránh tình trạng viết lời giải một bài toán như viết một đoạn 
văn, khi đó nếu học sinh sai ở dòng cuối cùng thì có thể bị mất nhiều điểm.  
         - Khi viết một biểu thức Toán học học sinh cần có thói quen đặt điều kiện để các biểu thức đó 
có nghĩa. Ngoài ra, với biểu diễn đại số của số phức z=a+bi ta phải có điều kiện a, b là các số thực 
và trước khi kết luận đáp số cuarv bài Toán, học sinh cần có thói quen kiểm tra lại điều kiện. 
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 - Đặc biệt cần chú ý đến việc hướng dẫn cho các em học sinh sử dụng máy tính cầm tay tính 
thành thạo một số phép tính đơn giản như: Tính giá trị của biểu thức tại 0x ; cộng, trừ, nhân, chia số 
phức; Tích vô hướng, tích có hướng, độ dài vectơ … Nhằm giúp cho các em giảm tải về phần tính 
đồng thời làm tăng tính chính xác, sự tự tin của các em trong quá trình làm bài tập ôn tập cũng như 
làm bài thi. 
           III. Hướng dẫn ôn tập từng chủ đề 
          1. Chủ đề ứng dụng đạo hàm để khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số. 
         Học sinh cần nắm vững các vấn đề sau đây: 
         - Tính và xét dấu đạo hàm của các hàm số: 3 2ax ( 0)y bx cx d a     , 

4 2ax ( 0)y bx c a    , 
2ax ( 0)bx cy am
mx n
 

 


, ax ( 0, 0)by c ad bc
cx d


   


.              

          -. Xét tính đơn điệu, tìm cực trị (nếu có) và tìm điều kiện của tham số để hàm số có cực trị 
hoặc đạt cực trị tại 0x cho trước của các hàm số: 3 2ax ( 0)y bx cx d a     , 4 2ax ( 0)y bx c a    , 

ax ( 0, 0)by c ad bc
cx d


   


, 

2ax ( 0)bx cy am
mx n
 

 


 

          - Tìm được GTLN- GTNN của hàm số (chú ý cách tìm GTLN-GTNN của hàm số trên đoạn 
[a;b]. 

          - Xác định được các tiệm cận của hàm số ax ( 0)by c
cx d


 


(có giải thích). 

          -. Học sinh thực hiện các bước khảo sát và vẽ đồ thị của các hàm số: 
3 2ax ( 0)y bx cx d a     , 4 2ax ( 0)y bx c a    , ax ( 0, 0)by c ad bc

cx d


   


 theo đúng thứ tự 

các bước như đã nêu trong sách giáo khoa hoặc chuẩn kiến thức kỹ năng. (Đối với hàm số bậc ba 
nêu thêm điểm uốn của đồ thị hàm số). 
          - Một số dạng toán thường gặp: 

a) Sự tương giao:  
+ Dùng đồ thị biện luận số nghiệm của phương trình F(x, m) =0. 
+ Dùng phương trình hoành độ giao điểm của hai đường để biện luận theo tham số, số giao 

điểm của hai đồ thị. 
b) Tiếp tuyến:       
+  Viết được phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) tại một điểm M thuộc (C). 
+ Dùng điều kiện tiếp xúc của hai đường để viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) khi 

biết hệ số góc của tiếp tuyến hoặc một điểm mà tiếp tuyến đi qua. 
        2. Chủ đề hàm số lũy thừa, hàm số mũ và hàm số logarit.  
        Học sinh cần nắm vững các vấn đề sau: 
         - Thuộc và vận dụng được các tính chất về lũy thừa (chú ý điều kiện tồn tại) 
         - Thuộc và vận dụng được các định nghĩa, các qui tắc, các tính chất và đổi cơ số của logarit. 
         - Nắm được tập xác định, tính đơn điệu, đạo hàm của các hàm số mũ, lũy thừa, logarit (chú ý 
phân biệt hàm số mũ, hàm số lũy thừa) 
         - Giải được các phương trình mũ, logarit cơ bản. Vận dụng được các phương pháp đưa về cùng 
cơ số, đặt ẩn phụ, mũ hoá, logarit hoá, tính chất đồng biến, nghịch biến của các hàm số mũ, hàm số 
logarit để giải các phương trình.          
         - Giải được các bất phương trình mũ, logarit cơ bản. Vận dụng được hai phương pháp đưa về 
cùng cơ số và đặt ẩn phụ.để giải các bất phương trình. 
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        3. Chủ đề nguyên hàm, tích phân và ứng dụng.  
        Học sinh cần nắm vững các vấn đề sau: 
          - Thuộc định nghĩa và bảng các nguyên hàm của một số hàm số thường gặp. 
          - Hướng dẫn học sinh khai thác tốt các tính chất của nguyên hàm. 
          - Chú ý bài toán tìm nguyên hàm F(x) của hàm số f(x) thỏa điều kiện cho trước. 
           - Hướng dẫn học sinh các phương pháp tìm nguyên hàm (trong chuẩn kiến thức kỹ năng trang 
53). 
           - Thuộc công thức Niu-tơn - Lai-bơ-nit. 
           - Vận dụng được các tính chất của tích phân. 
           - Phương pháp tính tích phân thực hiện như phương pháp tìm nguyên hàm. 

          Chú ý : khi tính các tích phân dạng 
b

a

f(x)dx  thực hiện như SGK cơ bản trang 115&116 

           - Tính được diện tích hình phẳng giới hạn bởi: 
a) Đường cong (C); y=f(x), trục Ox và hai đường thẳng x=a, x=b. 
b) Đường cong (C1); Đường cong (C2) và hai đường thẳng x=a, x=b. 

           - Thuộc và vận dụng được công thức tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo bởi phép quay 
quanh trục Ox của hình phẳng giới hạn bởi các đường : (C); y=f(x), trục Ox và hai đường thẳng x=a, 
x=b. 
         4. Chủ đề số phức. 
        Học sinh cần nắm vững những vấn đề sau: 
        - Dạng đại số của số phức, phần thực và phần ảo của số phức, số phức liên hợp của một số 
phức, mô đun của số phức, điều kiện để một số phức là số thực, điều kiện để một số phức là số ảo.       
         Chú ý: Khi viết dạng đại số z=a+bi ta phải có điều kiện a, b là các số thực.  
         - Phép toán giữa hai số phức. Ta có thể áp dụng tính chất của số phức tương tự như đối với số 
thực đó là: tính chất giao hoán, tính chất kết hợp, tính chất phân phối giữa phép nhân và phép cộng, 
hằng đẳng thức đáng nhớ. Các kĩ năng nhân và chia biểu thức với đại lượng liên hợp thường được sử 
dụng khi biến đổi rút gọn phân thức liên quan đến số phức. Chú ý là chỉ có dấu bất đẳng thức giữa 
hai số thực nhưng không có dấu bất đẳng thức giữa hai số phức bất kì. 
        - Phương trình bậc nhất đối với số phức: sử dụng phép toán giữa các số phức hoặc sử dụng 
dạng đại số của số phức để giải phương trình. 
        - Phương trình bậc hai nghiệm phức: Nếu 0   hoặc 0   thì ta sử dụng công thức nghiệm 
như đối với phương trình bậc hai có nghiệm thực. Nếu   không phải là số thực thì phải chọn các số 
thực m, n để có thể biểu diễn bằng biểu thức 2(m ni) . 
       - Phương trình tích với nghiệm phức được biến đổi tương tự như đối với nghiệm thực. 
       - Phương trình dạng 2 2A B 0   ta không thể giải tương tự như đối với nghiệm thực mà phải 
chuyển về phương trình tích (A+iB)(A-iB)=0. 
      - Sử dụng dạng đại số của số phức để tìm căn bậc hai của số phức. 
      - Biểu diễn hình học của số phức: Tìm tập hợp điểm biểu diễn số phức thỏa mãn một tính chất 
xác định. Tình huống thường gặp là viết z=x+yi với x, y là các số thực, biến đổi các điều kiện liên 
quan đến z tương đương với x, y thỏa mãn một phương trình đường thẳng hoặc đường tròn. 
      - Dạng lượng giác của số phức (dành cho học sinh ban nâng cao): Cho số phức dưới dạng đại số, 
biểu diễn số phức dưới dạng lượng giác, tìm acgumen, sử dụng công thức Moa-vrơ tìm lũy thừa bậc 
n của số phức; sử dụng dạng lượng giác để thực hiện phép toán giữa hai số phức (đối với chương 
trình nâng cao). Trong phần này, học sinh cần nắm vững một số công thức lượng giác của lớp 10 
như công thức liên quan đến giá trị lượng giác của hai góc phụ nhau, hai góc bù nhau, hai góc đối 
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nhau, công thức cộng, công thức nhân đôi… 
      5. Chủ đề khối đa diện.  
       Học sinh cần chú ý những vấn đề sau 
       - Công thức tính diện tích của tam giác, diện tích hình thang, diện tích hình chữ nhật, thể tích 
của khối chóp, thể tích khối lăng trụ tam giác và lăng trụ tứ giác.  
      - Trong phần thể tích, học sinh thường phải tính đường cao của hình chóp hoặc hình lăng trụ. 
Các tình huống thường gặp:  
      i) Hình chóp đều có đường cao đi qua tâm của đường tròn ngoại tiếp đa giác  đáy;  
      ii) Hình lăng trụ đứng có đường cao là cạnh bên; 
      iii) Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng có đáy là đa giác đều; 
      iv) Hình chóp có một mặt bên vuông góc với mặt đáy, khi đó áp dụng tính chất hai mặt phẳng 
vuông góc để xác định đường cao của hình chóp hoặc hình lăng trụ. 
      - Học sinh nắm vững cách xác định góc giữa hai đường thẳng, góc giữa đường thẳng và mặt 
phẳng, góc giữa hai mặt phẳng.  
       - Để làm tốt chủ đề này, học sinh phải nhớ định lí Pytago trong tam giác vuông, định lí cosin 
trong tam giác, hệ thức liên hệ giữa góc và cạnh trong tam giác vuông.  
       6. Chủ đề hình cầu, hình trụ, hình nón 
      - Nắm vững công thức diện tích của mặt cầu, thể tích của khối cầu, diện tích xung quanh của 
hình trụ, thể tích khối trụ, diện tích xung quanh của hình nón và thể tích khối nón. 
      - Với dạng toán hình cầu, học sinh phải biết xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp đa diện. Có thể cần 
phải xác định tâm của đường tròn ngoại tiếp một mặt của đa diện, từ đó xác định trục của đường tròn 
ngoại tiếp. Một số trường hợp thường gặp:  
       i) Các đỉnh đa diện cùng nhìn hai điểm cố định dưới một góc vuông, khi đó tâm mặt cầu là trung 
điểm đoạn nối hai điểm cố định;  
      ii) Hình chóp đều khi đó đường thẳng đi qua đỉnh và tâm của đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy 
là trục của đường tròn ngoại tiếp đáy;  
      iii) Hình chóp có đáy là tam giác vuông, khi đó trục của đường tròn ngoại tiếp đáy là đường 
thẳng đi qua trung điểm của cạnh huyền và vuông góc với đáy.  
      Như vậy, để nắm vững dạng toán này, học sinh phải nắm vững các loại quan hệ vuông góc: 
đường thẳng vuông góc với đường thẳng, đường thẳng vuông góc với mặt phẳng, hai mặt phẳng 
vuông góc. 
       7. Phương pháp tọa độ trong không gian 
       Học sinh cần chú ý những vấn đề sau: 
       - Các định nghĩa về tọa độ điểm, tọa độ vectơ, biểu thức tọa độ của các phép toán (học sinh ghi 
nhớ tọa độ trọng tâm tam giác, trọng tâm tứ diện). 
       - Định nghĩa, biểu thức toạ độ, tính chất của tích vô hướng của hai vectơ và ứng dụng. 
       - Định nghĩa, tính chất, ứng dụng của tích có hướng của hai vectơ. 
       - Các dạng của phương trình mặt cầu, xác định được tâm và tính bán kính của mặt cầu khi biết 
phương trình của nó, vị trí tương đối của mặt phẳng và mặt cầu (học sinh xác định được tiếp điểm 
trong trường hợp mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu, xác định được tâm, và tính bán kính của đường 
tròn giao tuyến trong trường hợp mặt phẳng cắt mặt cầu). 
       - Khái niệm và cách xác định vectơ pháp tuyến của mặt phẳng trong các trường hợp thường gặp. 
       - Viết thành thạo phương trình mặt phẳng khi biết một điểm và một vectơ pháp tuyến của nó. 
       - Ghi nhớ phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn. 
       - Viết được phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại một điểm thuộc mặt cầu. 
       - Nhận biết được vị trí tương đối của hai mặt phẳng có phương trình cho trước. 
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        - Ghi nhớ và vận dụng tốt công thức tính khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng. 
        - Nắm được khái niệm và biết xác định vectơ chỉ phương của đường thẳng trong một số trường 
hợp thường gặp. 
        - Viết được phương trình tham số, phương trình chính tắc (nếu có) của đường thẳng khi biết 
một điểm và một vectơ chỉ phương của nó. Biết chuyển đổi qua lại giữa các phương trình này. 
        - Tìm được điểm thuộc đường thẳng đã cho. 
        - Biết xét vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng, đường thẳng và đường thẳng (lưu ý 
cách xác định giao điểm của đường thẳng và mặt phẳng, của hai đường thẳng trong trường hợp 
chúng cắt nhau). 
        - Rèn luyện các bài tập trong sách giáo khoa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



Sở GD&ĐT Bến Tre 

Tài liệu ôn thi tốt ngiệp THPT môn Toán năm học 2011-2012 9 

CHƯƠNG I: ỨNG DỤNG CỦA ĐẠO HÀM 

I. TÓM TẮT KIẾN THỨC: 

1). Sự đơn điệu của hàm số: 

* Định nghĩa: 

 Hàm số ( )y f x  đồng biến trên (a;b)      1 2 1 2 1 2, ; :x x a b x x f x f x      
 Hàm số ( )y f x  nghịch biến trên (a;b)      1 2 1 2 1 2, ; :x x a b x x f x f x      

* Định lí: 

 Hàm số ( )y f x  đồng biến trên (a;b) 0y  ; x (a;b). 
 Hàm số ( )y f x  nghịch biến trên (a;b) 0y  ; x (a;b). 

Chú ý: dấu “=” xảy ra ở một số hữu hạn điểm. 

* Chú ý:  

 Khi yêu cầu “Tìm khoảng đơn điệu” tức là “Tìm khoảng đơn điệu trên tập xác định”. 
 Để xeùt tính đơn điệu của một hàm số, ta thực hiện như sau: 

+ Tìm D. 

+ Tính y . 

+ Tìm nghiệm của y  hay các điểm thuộc D tại đó y’ không xác định ( nếu có). 

+ Lập bảng biến thiên. 

+ Căn cứ vào bảng biến thiên ta kết luận các khoảng đơn điệu. 

 Hàm số nhất biến đồng biến (nghịch biến) trên từng khoảng xác định, khi xét điều kiện đủ 
không xảy ra dấu “=”. 

2). Cực trị của hàm số: 

a) Dấu hiệu 1 : Khi x qua x0 mà y  đổi dấu ( theo hướng từ trái sang phải) từ : 

 ( ) ( )   : x0 là điểm cực đại. 
 ( ) ( )   : x0 là điểm cực tiểu. 

  Quy tắc 1: Lập bảng biến thiên, căn cứ  vào bảng biến thiên ta kết luận cực trị của hàm 
số. 

 b) Dấu hiệu 2 :  

 0

0

( ) 0
( ) 0
  

  

f x
f x

x0 là điểm cực tiểu.  
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 0

0

( ) 0
( ) 0
  

  

f x
f x

x0 là điểm cực đại.  

  Quy tắc 2:  

+ Tính y . 

+ Tìm các điểm ix  mà tại đó đạo hàm bằng 0 . 

+ Tính y . 

+ Tính ( )iy x  và dùng dấu hiệu 2 để kết luận ix  là điểm cực đại hay cực tiểu. 

Chú ý: +    x0 là điểm cực trị của hàm số ( )y f x  0( ) 0f x      

             + Không dùng dấu hiệu 2 khi 0 0 0f '(x ) f "(x ) 0  hay f'(x ) khoâng toàn taïi    

              + Các kết quả sau đây Sai  : 

 0

0

( ) 0
( ) 0
  

  

f x
f x

x0 là điểm cực tiểu.  

 0

0

( ) 0
( ) 0
  

  

f x
f x

x0 là điểm cực đại.  

3). GTLN – GTNN của hàm số ( )y f x trên D : 

* Định nghĩa: 

 Số M được gọi là GTLN của hàm số ( )y f x trên D 
 
 0 0

:

:

x D f x M

x D f x M

   
  

 

 Số m được gọi là GTNN của hàm số ( )y f x trên D 
 
 0 0

:

:

x D f x m

x D f x m

   
  

 

4).  Các đường tiệm cận của đồ thị hàm số: 

a) Tiệm cận đứng: 
0

0lim   


    
x x

y x x  là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

Phương pháp: Tìm các  điểm 0x  là nghiệm của mẫu nhưng không là nghiệm của tử 0x x   
là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

b) Tiệm cận ngang: 0 0lim
x

y y y y


    là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. 

Phương pháp: Tính lim
x

y


 và  lim
x

y


.  

Chú ý: 
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+ Hàm đa thức: đồ thị không có tiệm cận. 

+ Xét hàm phân thức:  
 

P x
y

Q x
 : 

 Nếu bậc  P x   bậc  Q x : đồ thị có tiệm cận ngang. 
 Nếu bậc  P x   bậc  Q x : đồ thị không có tiệm cận ngang. 

5). Khảo sát hàm số: 

 Tìm tập xác định của hàm số . 
 Tính đạo hàm y’, tìm nghiệm của phương trình y’= 0 hay các điểm thuộc D tại đó y’ không 

xác định ( nếu có). Tính giá trị của hàm số tại các điểm vừa tìm được. 
 Tìm các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 
 Lập bảng biến thiên. Kết luận cực trị, các khoảng đơn điệu 
 Tìm điểm là giao của đồ thị với các trục ( nếu có ). 
 Vẽ đồ thị. 

 Chú ý: 

 Hàm số bậc ba: đồ thị có tâm đối xứng là nghiệm của phương trình 0y   ( đặc biệt nếu hàm 
số có cực đại và cực tiểu thì tâm đối xứng là trung điểm của điểm cực đại, cực tiểu). 

 Hàm số trùng phương: đồ thị nhận trục tung làm trục đối xứng. 
 Hàm nhất biến: đồ thị nhận giao điểm hai đường tiệm cận làm tâm đối xứng.  

II. CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP: 

1/   SỰ  ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

Dạng 1: Xét tính đơn điệu của một hàm số: Lập bảng biến thiên. 

Dạng 2:  Định giá trị của tham số m để hàm số đồng biến (nghịch biến) trên TXĐ: Dùng định lý 
ở phần kiến thức để tìm m . 

Chú ý: Nếu  2 0y ax bx c a      thì: 

 0,y x R   
0
0

a 
  

 

 0,y x R   
0
0

a 
  

 

CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 

Dạng 1:  Tìm các điểm cực trị của một hàm số: Ta dùng quy tắc 1 hoặc quy tắc 2. 

Dạng 2:  Định giá trị của tham số m để hàm số  đạt cực trị tại 0x :  

Phương pháp:  
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+ Tìm D. 

+ Tính  0 y y x . 

+ Lập luận: Hàm số đạt cực trị cực trị tại  0 0 0x y x    giải PT tìm m. 

+ Với từng giá trị m vừa tìm được ta dùng quy tắc 1 hoặc quy tắc 2 kiểm tra lại xem có thỏa 
điều kiện đề bài không. 

+ Kết luận giá trị m thỏa điều kiện. 

Dạng 3:  Định giá trị của tham số m để các hàm số 3 2 ( 0)y ax bx cx d a     và 
2

( , 0)
ax bx c

y a m
mx n
 

 


  có cực đại, cực tiểu:  

Phương pháp:  

+ Tìm D. 

+ Tính y  . 

+ Tính 
y  . 

+ Lập luận:  

Hàm số  luôn luôn có CĐ, CT 0y   có hai nghiệm phân biệt và đổi dấu hai lần khác nhau 
khi qua hai nghiệm đó 0PT y    có hai nghiệm phân biệt     0

y     giải tìm m. 

Dạng 4:  Định giá trị của tham số m để các hàm số 3 2 ( 0)y ax bx cx d a     và 
2

( , 0)
ax bx c

y a m
mx n
 

 


  không có cực đại, cực tiểu:  

Phương pháp:  

+ Tìm D. 

+ Tính y  . 

+ Tính 
y  . 

+ Lập luận: Hàm số  không có CĐ, CT 0PT y    vô nghiệm hoặc có nghiệm kép 

0
y     giải tìm m. 
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Dạng 5:  Chứng minh với mọi giá trị của  tham số m hàm số  luôn  luôn có cực đại, cực tiểu:  

Phương pháp:  

+ Tìm D. 

+ Tính y   

+ Tính  y  ( nếu y’ là tam thức bậc 2 theo x ) 

+ Chứng minh : 0y   và y’ đổi dấu hai lần khác nhau khi qua hai nghiệm đó   hàm số  
luôn luôn có CĐ, CT. 

                  GTLN – GTNN CỦA HÀM SỐ ( )y f x TRÊN TẬP D : 

1)  Cách tìm GTLN-GTNN trên (a,b): 

+ Lập bảng biến thiên của hàm số trên (a,b). 

 + Nếu trên bảng biến thiên có một cực trị duy nhất là cực đại (cực tiểu) thì giá trị cực đại 

(cực tiểu) là GTLN(GTNN) của hàm số trên (a,b). 

2) Cách tìm GTLN-GTNN trên [a,b]: 

 + Tìm các điểm tới hạn x1,x2, ..., xn của f(x) trên [a,b]. 

         ( Đó là các điểm làm cho y’ = 0 hoặc các điểm thuộc [a,b] mà y’ không xác định ) 

 + Tính f(a), f(x1), f(x2), ..., f(xn), f(b). 

 + Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên 

  
[ , ] [ , ]

max ( )  ;    min ( )
a b a b

M f x m f x   

Cách khác: 

 Lập bảng biến thiên trên [a;b]   kết luận. 

                  CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN KHẢO SÁT HÀM SỐ: 

 Sự tương giao giữa 2 đồ thị: 
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a) Bài toán 1: Tìm số giao điểm của hai đường  1C :  y f x  và  2C :  y g x  

+  Lập phương trình hoành độ điểm chung của  1C  và  2C :    f x g x . 

+ Số nghiệm của phương trình hoành độ điểm chung chính là số điểm chung của hai 
đường. 

b) Bài toán 2: Dùng đồ thị (C) biện luận theo tham số m số nghiệm của phương trình cho 
trước,  ta thực hiện như sau: 

+ Biến đổi phương trình đã cho về phương trình hoành độ điểm chung (một vế là phương 
trình của hàm số đã có đồ thị (C), một vế là phần còn lại) 

+ Lập luận: Số nghiệm của phương trình chính là số điểm chung của (C) và (d). 

+ Dựa vào đồ thị, ta tìm các giá trị m liên quan đến số điểm chung của (C) và (d)  Kết 
luận. 

III. BÀI TẬP ÁP DỤNG: 

Bài 1: Tìm các khoảng đơn điệu của các hàm số: 

a/ 2y 4 3x x                 b/  3 21y x 3x 7x 2
3

                         c/ 4 2y x 2x 3                        

 d/    4 2y x 3x 5        e/ 3x 1y
1 x





                                           f/ 1 xy
x 2





 

g/ 
2x x 5y
x 2
 




              h/ 




2x 2xy
1 x

                                       k/ 
2 4 4

1
x x

y
x
 




 

l/ 2y 3x x                  m/ 2y x x 20                                     n/ y x sin x   

Bài 2:  Chứng minh hàm số y = 29 x  nghịch biến trên khoảng  0;3  và đồng biến trên khoảng 

 3;0 . 

Bài 3: Định m để hàm số :  

a)  3 23 2 1 (12 5) 2y x m x m x       đồng biến trên tập xác định. 

                                                                                                   Kết quả: 6 6
6 6

m    

b)    3 22 1 2 2y mx m x m x       đồng biến trên tập xác định. 
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Kết quả: không có m. 

c) 3
3
1 23  xmxmxy  nghịch biến trên tập xác định.  Kết quả: 0 1m   

d) 
x

mxxy





3
52

 nghịch biến trên từng khoảng xác định.  Kết quả: 4
3

m    

Bài 4: Định m để hàm số 3 2 23 ( 1) 2y x mx m x      đạt cực tiểu tại 2x  . 

Kết quả : 1m   

Bài 5: Định m để hàm số 3 23 3 3 4y x x mx m     : 

a. Không có cực trị.     Kết quả : m 1 

b. Có cực đại và cực tiểu.    Kết quả : m <1 

Bài 6: Định m để hàm số 
2 4

1
x x my

x
 




 

a. Có cực đại và cực tiểu.    Kết quả :   m>3   

b. Đạt cực trị tại 2x  .    Kết quả : m = 4 

c. Đạt cực tiểu tại 1x        Kết quả : m = 7 

Bài 7:Tìm giá trị của m để đồ thị của hàm số  3 2 2y x x m x      

  1. Có cực đại và cực tiểu.                                          Kết quả : 1
3

m        

  2. Có 2 điểm cực trị nằm về 2 phía của trục tung.      Kết quả : m < -2       

  3. Có 2 điểm cực trị với hoành độ âm.                      Kết quả :  1
2

3
m     

  4. Đạt cực tiểu tại x = 2    Kết quả : m = -18       

Bài 8: Chứng minh hàm số  3 21 2 3 9
3

y x mx m x      luôn có cực trị với mọi giá trị của tham số 

m.     

Bài 9: Tìm GTLN, GTNN  của các hàm số :  

a) 3 22 3 1y x x    trên  đoạn 



 1;

2
1              
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                                                  Kết quả: 
1[ ;1]

2

(1) 4max y f


  ;                 
1[ ;1]

2

(0) 1min y f


    

b) 25 4y x x    .                    Kết quả: 
[ 2;2]

( 2) 2 2 5max y f


   ; 
[ 2;2]

( 2) 7min y f


     

      c) 342sin sin
3

y x x   trên đoạn [0;]        (TN-THPT 03-04/1đ) 

( Hướng dẫn: Đặt t = sin x , ( t [0;1] ) và xét GTNN-LN của 34g(t) 2t t  treân [0;1]
3

   ) 

Kết quả: 
[0; ]

3 2 2
4 4 3

Max y f f


         
   

;    
[0; ]

0 0min y f f


    

d) 41
2

   


y x
x

 trên đoạn  1;2   

e) ln xy
x

  trên đoạn 21;  e                       Kết quả:  
2[1; ]

1
e

Max y f e
e

  ;  
[1; ]

1 0
ee

min y f   

      f) 2 cos2 4 siny x x          x[0,π/2]  (TN-THPT 01-02/1đ) 

                      TIẾP TUYẾN CỦA ĐƯỜNG CONG  ( C ) : y = f(x) 
TO ́M TẮT LY ́ THUYẾT 
 

 Phương trình tiếp tuyến  của ( C ) tại M(x0 ; y0) :      y – y0 = f’(x0)(x – x0) 
 ( C ) : y = f(x) và ( D ) : y = g(x) tiếp xúc với nhau 

   
   









xgxf
xgxf

  có nghiệm  

( nghiệm của hệ phương trình  là hoành độ tiếp điểm ) 

Vấn đề 1 : Lập phương trình tiếp tuyến của ( C )  tại M( 0 0;x y ) 

Phương pháp :  Áp dụng công thức y – y0 = f’(x0)( x – x0 ) 

 Nếu chưa cho y0 thì tính y0 = f(x0) 
 Nếu chưa cho x0 thì x0 là nghiệm của phương trình  f(x) = y0 

Ví dụ: Lập phương trình tiếp tuyến của đồ thị  hàm số   y = f(x) =  x3 – 3x + 2 tại: 

a) Điểm M có hoành độ xM = 0               b) Giao điểm của ( C ) với trục hoành 

Giải :a) xM = 0   yM = 2  2;0M         y’ = f’(x) = 3x2 – 3   f’(0) = – 3    

Vậy phương trình tiếp tuyến : y – 2  =  –3( x – 0 )   y = – 3x + 2 

b) Phương trình trục Ox : y = 0 . Ta có  x3 – 3x + 2 =     0 
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   21021 2  xxxxx     

+ x = 1: phương trình tiếp tuyến  y = f’(1)(x – 1) 0 y  

+ x =  – 2 : phương trình tiếp tuyến  y = f’(– 2)(x + 2) 189)2(9  xyxy  

Vấn đề 2: Lập phương trình tiếp tuyến  có hệ số góc k cho trước 

Phương pháp  

Cách 1 : Gọi M(x0 ; y0) là tiếp điểm. Tiếp tuyến có hệ số góc k 

  kxf  0  . Giải phương trình tìm x0  00 xfyD    

Phương trình tiếp tuyến   y – y0 = k( x – x0 ) 

Cách 2 : Gọi (d) : y = kx + b là tiếp tuyến  của ( C ) 


   
   







2
1
bkxxf

kxf
   có nghiệm .            Giải (1) tìm x thế vào (2) tìm b 

Lưu ý  Cho (d) : y = a.x + b nếu : 

 (d1) song song với (d) thì (d1) có hệ số góc k = a 

 (d2) vuông góc với (d) thì (d1) có hệ số góc k = 
a
1

    hay  a.k =  – 1  

 Ví dụ  

 Cho ( C ) : y = f(x) = x3 – 2x + 2. lập phương trình tiếp tuyến của ( C ) biết  

1) Tiếp tuyến song song với (d) :  y = x + 1     2) Tiếp tuyến vuông góc với (d): y = x + 1       

GIẢI 

1) Gọi M(x0 ; y0) là tiếp điểm. Tiếp tuyến song song với (d) nên có hệ số góc  k = 1 
  11231 0

2
00  xxxf  

+ x0 = 1   y0 = 1 . Phương trình tiếp tuyến : y = x 
+ x0 = – 1    y0 = 3 . Phương trình tiếp tuyến  : y = x + 4 
2) Vì tiếp tuyến vuông góc với (d) nên tiếp tuyến có hệ số góc k = – 1 . 

     Gọi (d1) : y = – x  + b là tiếp tuyến của ( C ) 

 
 










222
1123

3

2

bxxx
x

   có nghiệm 
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 
3
31231 2  xx . Từ (2) với x = 

9
322

3
3  b . 

 Phương trình tiếp tuyến   y =  – x + 2 
9

32  

       Vấn đề 3 : Lập phương trình tiếp tuyến đi qua một điểm A( 1 1;x y ) 

Phương pháp  
    Cách 1 : Gọi M(x0 ; y0) là tiếp điểm. 
Tính y0 = f(x0) và f’(x0) theo x0 .  
Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M là : y – y0 = f’(x0)( x – x0 )  (1)   
Vì tiếp tuyến đi qua A nên :  y1 – y0 = f’(x0)( x 1 – x0) .  
Giải phương trình  tìm x0 thay vào (1). 
     
    Cách 2 : Gọi (d) là đường thẳng đi qua A có hệ số góc k . 
 Ta có : 
   (d) : y – y1 = k( x – x1 )  (1)      là tiếp tuyến  của (C) 

   
     








2

1

11 yxxkxf
kxf

    có nghiệm 

Thế k từ (1) vào (2) giải tìm x thế vào (1) tìm k và thay vào phương trình (1) ra kết quả.             
 
Ví dụ   Lập phương trình tiếp tuyến của (C) : y = f(x) = x3 – 3x + 2 biết rằng tiếp tuyến đi qua A(2 ; 
–4 ) 
                                                  Giải: 
Cách 1 : Gọi M(x0 ; y0) là tiếp điểm . Ta có y0 = x0

3 – 3x0 +2 và 
f’(x0) = 3x0

2 – 3  Phương trình tiếp tuyến của (C) tại M là:  
y – (x0

3 – 3x0 + 2) = (3x0
2 – 3)( x – x0)    2233 3

0
2

0  xxxy   (1) 
Vì tiếp tuyến đi qua A(2;– 4)   nên:   – 4 = (3x0

2 – 3).2 – 2x0
3 + 2  

3003 00
2

0
3

0  xxxx  
 x0 = 0 phương trình tiếp tuyến là y =  – 3x + 2 
 x0 = 3 phương trình tiếp tuyến là  y = 24x – 52  

Cách 2 : Gọi (d) là đường thẳng qua A và có hệ số góc k 
Phương trình  (d) : y = k(x – 2) – 4 . (d) là tiếp tuyến của (C)  

 
   










24223
133

3

2

xkxx
kx

  có nghiệm 

Từ (1) và (2) ta có  x3 – 3x + 2 = (3x2 – 3) (x – 2) – 4  
                           3003 23  xxxx   

 x = 0 3k . Phương trình tiếp tuyến  là y =  – 3x  + 2 
 x  = 3  24k phương trình tiếp tuyến  là  y = 24x – 52 

 

                       Vấn đề 4 :Sự tiếp xúc giữa hai đường 
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Phương pháp : Áp dụng : (C) và (D) tiếp xúc với nhau








)()(

)(')('
xgxf

xgxf
 có nghiệm 

         Từ đó suy ra giá trị tham số m. 
 
Ví dụ   Cho (C) : y = f(x) = x4 – x2 + 1 và (D) : y  = g(x) = x2 + m 
Tìm để (C) và (D) tiếp xúc với nhau 
GIẢI :  
(C) và (D) tiếp xúc với nhau 

 


















21

)1(224
)()(

)(')('
224

3

mxxx
xxx

xgxf
xgxf

 có nghiệm 

(1) 10044 3  xxxx  
   x = 0 từ (2) ta có m = 1  ;     x = 1   từ (2) ta có  m = 0 

         Vấn đề 5 :      Bieän luaän phöông trình baèng phương pháp ñoà thò   
Phöông phaùp: Cho (C) : y = f(x) , döïa vaøo ñoà thò  (C) bieän luaän theo m soá nghieäm cuûa phöông 
trình F(x; m) = 0 
GIAÛI : Bieán ñoåi F(x;m) = 0   f(x) = m 

Soá nghieäm cuûa phöông trình ñaõ cho laø soá giao ñieåm cuûa







myd
xfyC

:)(
)(:)(

 

( y = m laø ñöôøng thaúng cuøng phöông vôùi Ox caét Oy taïi ñieåm coù tung ñoä    m ) 
Döïa vaøo ñoà thò  ñeå keát luaän. ( chuù yù so saùnh m vôùi caùc giaù trò cöïc trò , neáu ñoà thò  coù tieäm caän 
ngang thì so saùnh vôùi giaù trò tieäm caän ngang ) 
Ví duï:  Cho (C) : y = x3 – 3x2 + 2. 
1) Khaûo saùt haøm soá  
2) Döïa vaøo (C) bieän luaän theo m soá nghieäm cuûa :        
x3 – 3x2 – m = 0   (1)      
 GIAÛI :  
 1)  
 2) (1)   x3 – 3x2 + 2  =  m + 2 

Soá nghieäm cuûa phöông trình (1) laø soá giao ñieåm cuûa 
3 2( ) : 3 2

( ) : 2 (cuøng phöông vôùi truïc hoaønh)
C y x x
d y m

   


 
  

Döïa vaøo ñoà thò   ta coù :   
      + 22  mm   : Phöông trình coù 1 nghieäm  

+ 2 2m m    :  Phöông trình coù 2 nghieäm  
+ 22  m          :   Phöông trình coù 3 nghieäm  

           
                                  Vấn đề 6: khảo sát hàm số 
Gv: Nhắc lại các bước khảo sát hàm số cho học sinh. 

Các bước khảo sát hàm đa thức Các bước khảo sát hàm hữu tỷ 

x

y

 m + 2 

O 1
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 Tập xác định 
 Tìm y’ . 
 Giải pt y’ = 0 (nếu có). 
 Giới hạn 
 Bảng biến thiên 
(KL:ĐB,NB và CTrị) 
 Điểm đồ thị đi qua 
 Đồ thị(KL: Tính đối xứng của đồ thị) 

 Tập xác định 
 Tìm y’  
 Giới hạn & tiệm cận 
 Bảng biến thiên 
(KL:ĐB,NB và CTrị) 
 Điểm đồ thị đi qua 

     Đồ thị(KL: Tính đối xứng của đồ thị) 
 

 

                                CÁC BÀI TẬP LUYỆN TẬP 
 
Khảo sát, vẽ đồ thị hàm số. Các bài toán liên quan…Ứng dụng của tích phân. 
* Hàm bậc ba: 
Bài 1: Cho hàm số: 3 3 2y x x   , có đồ thị là (C). 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2./ Viết phương trình tiếp tuyến với (C) tại điểm (0;2)M . 
3/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C) và trục Ox. 
  HD Bài 1: 
1/ Cực đại ( 1;4) , cực tiểu (1;0) 
2/  PTTT tại (0;2)M  là: 3 2y x    

3/ Diện tích hình phẳng:  
1 1

3 3

2 2

27
3 2 3 2 ( )

4ghS x x dx x x dx dvdt
 

         

Bài 2: Cho hàm số: 3 23 4y x x    , có đồ thị là (C). 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2./ Viết phương trình tiếp tuyến với (C) biết tiếp tuyến song song với đường thẳng d: 9 2009y x    
3/ Dùng đồ thị (C) biện luận theo m  số nghiệm của phương trình: . 3 23 0x x m    
HD Bài 2: 
 
2/  PTTT là: 9 9, 9 23y x y x       
3/ Xét phương trình: . 3 23 0 (1)x x m    
PT (1) 3 23 4 4x x m       

4 0 4m m     : PT có 1 nghiệm duy nhất 
4 0 4m m     : Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 

4 4 0 0 4m m        :Phương trình có 3 nghiệm phân biệt 
4 4 0m m      : Phương trình có 2 nghiệm phân biệt 
4 4 0m m      : PT có 1 nghiệm duy nhất. 

x

y
4

2

21-1- 2

O

x
y

3

- 4

- 2

21-1 O
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Bài 3: Cho hàm số: 3 23 2y x x   , có đồ thị là (C). 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2./ Viết phương trình tiếp tuyến với (C) tại điểm thuộc (C) có hoành độ 0 3x    
3/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị (C) và đường thẳng d: 2y   
HD Bài 3: 
1/ Cực đại ( 2;2) , cực tiểu (0; 2)  
2/  PTTT là: 9 25y x   
3/ Tính diện tích hình phẳng: PTHĐGĐ của (C) và 
d: 3 2 3 23 2 2 3 4 0 1, 2x x x x x x            

 
 



        

    

 



1 1
3 2 3 2

2 2
1

3 2

2

3 2 ( 2) 3 4

27
3 4 ( )

4

gh
S x x dx x x dx

x x dx dvdt

 

 
Bài 4 : Cho hàm số: 3 23y x x  , có đồ thị là (C). 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2./ Tìm điều kiện của m  để phương trình sau có ba nghiệm phân biệt: 3 23 2 0x x m    . 
3/ Tìm điểm thuộc đồ thị (C) sao cho tiếp tuyến với (C) tại điểm này có hệ số góc nhỏ nhất. 
HD Bài 4: 
2./ Tìm điều kiện của m : Xét PT: 3 2 3 23 2 0 3 2x x m x x m        , kết quả: 2 2m    
3/ Tìm điểm thuộc đồ thị (C): Giả sử 0 0 0( ; ) ( )M x y C   Hệ số góc của tiếp tuyến tại 0M là: 

2 2
0 0 0 0 0'( ) 3 6 3( 2 1) 3 3f x x x x x        , 0 0'( ) 3 1f x x       hệ số góc của tiếp tuyến đạt 

GTNN bằng 3  ứng với TT với (C) tại điểm có hoành độ 0 1x    tương ứng 0 2y  . Vậy điểm cần 
tìm là 0( 1;2)M   

Bài 5: Cho hàm số: 34 3 1y x x   , có đồ thị là (C). 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2./ Gọi d là đường thẳng đi qua điểm ( 1;0)I   và có hệ số góc k = 1. 
a/ Viết phương trình đường thẳng d. 
b/ Tìm toạ độ giao điểm của d và đồ thị (C). 
c/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C) và d. 
HD Bài 5: 

1/ Cực đại 1
;0

2
  
 

, cực tiểu 1
; 2

2
  
 

 

 
 
 
 

x

y
2

- 2- 3

- 2

1-1 O

 

0 -2

1

2
-

1

2

y

y' +_+ 00

x

CT

C§

-  + 

- 

+ 

 

x

y (C)

d

B

A

I

1

2
-

1

2

-2
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2/  
a/ Phương trình đường thẳng d: 1y x  . 
b/ Toạ độ giao điểm của d và (C):  

( 1; 2), ( 1;0), (1;0)A I B    
 

c/  
1 1 0 1

3 3 3 3

1 1 1 0

...
4 3 1 ( 1) 4 4 (4 4 ) 4 4 ( )

...ghS x x x dx x xdx x x dx x x dx dvdt
  

                

Bài 6:  Cho hàm số 3 22 3( 1) 6 2y x m x mx m      
1/ Khảo sát  và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi 1m  . 
2/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C), trục Ox và hai đường thẳng: 1, 2x x   
HD Bài 6: 
1/ 1m  ,  ta có hàm số: 3 22 6 6 2y x x x     

2 2' 6 12 6 6( 1) 0,y x x x x          do đó hàm số luôn luôn tăng và không có cực trị 
 
 
 
 
 
 
 
 

2/ 
    

    





2
3 2

1
2

3 2

1

2 6 6 2

1
   (2 6 6 2) ( )

2

gh
S x x x dx

x x x dx dvdt

 

Bài 7:  Cho hàm số 3 2 1y x mx m    , m  là tham số. 
1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi 3m  . 
2/ Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) , biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 

d: 1 1
3 3

y x   

3/ Xác định m để hàm số đạt cực tiểu tại điểm 2x  . 
HD Bài 7: 
1/ 3m  ,  ta có hàm số: 3 23 2y x x    
Điểm cực đại:  (0;2)   Điểm cực tiểu:(2; 2)  
 
 
 

0+ +

0

1

y

y'

x -  + 

- 

+ 

 

x

y

-2

2

21O

 

-2

2

2

0

y

y' +_+ 00

x

CT

C§

-  + 

- 

+ 
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2/ PTTT là: 3 3y x   . 
3./ Hàm số đạt cực tiểu tại điểm  x=2 khi  3m . 
Bài 8:  Cho hàm số : 3 23 2y x x    , đồ thị ( C )  
1/  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  
2/  Viết phương trình tíếp tuyến   với (C ) tại điểm A( 0 , - 2)  
3/  d là đường thẳng qua K( 1,0) có hệ số góc m . Tìm giá trị m để đường thẳng  d cắt (C ) tại 3 điểm 
phân biệt . 
HD Bài 8: 
1/ Điểm cực tiểu:  (0; 2)   Điểm cực đại:(2;4)  
 
 
 
 
 
 
2/ PTTT với (C) tại điểm (0; 2)A  . 
3/ Phương trình đường thẳng d: ( 1)y m x  . 

PTHĐGĐ của d và (C ):  3 23 ( 1) 2 0 1x x m x      2

1

2 2 0 2

x

x x m


     

 

d cắt (C ) tại 3 điểm phân biệt   p. trình (1) có 3 nghiệm pb (2)  có hai nghiệm phân biệt khác 1 
0

1 2 2 0m

 
     

3
3

3

m
m

m


   

 

 
Bài 9:  Cho hàm số: 3 22 3 1y x x   , đồ thị (C). 
1/  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số . 
2/  Tìm toạ độ giao điểm của ( C ) và đường thẳng d: 1y x   
3/  Dùng đồ thị (C) biện luận theo m số nghiệm của phương trình: 3 22 3 0x x m     
HD Bài 9: 
1/. KSHS 

  TXĐ: D                  ' 26 6y x x  ,    ' 0y 
0; 1

1; 2

x y

x y

   
 

  
 

  Giới hạn : lim
x

y


  ,   lim
x

y


   

  BBT 
 
 

x

y

1

- 2

3

4
2

2-1 O

 

4

2

-2

0

C§

CT

_+_

+ 
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  ĐĐB: ( –1; –6); 1 3
;

2 2

 
 

 
(2; 3) 

Đồ thị: 
2/ Tìm toạ độ giao điểm của ( C ) và đường thẳng d: PTHĐGĐ: 3 22 3 0x x x   . 

  22 3 1 0x x x   
2

0

2 3 1 0

x

x x

 
   

 
0

3 17

4

x

x

 
  


  

Thay vào PT đt (d) ta có toạ độ giao điểm. 

Bài 10:  Cho hàm số: 3 21
3

y x x   

1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thi (C ) của hàm số  .   

2/ Chứng minh rằng đường thẳng 1
1

3
y x    cắt đồ thị (C ) tại 3 điểm phân biệt A, M, B trong đó 

M là trung điểm của đoạn AB. Tính diện tích của tam giác OAB. 
 
HD Bài 10: 
 

2/ Lập phương trình hoành độ giao điểm, giải được 3 nghiệm 1x    ; 3x   4
1;

3
A
    
 

; 

2
1;

3
M

  
 

; (3;0)B   

từ kết quả trên   M là trung điểm của đoạn AB.  

Diện tích tam giác OAB: 1 4
.3. 2

2 3OABS    (đvdt)  

 
* Hàm nhất biến 

Bài 11:  Cho hàm số 2 1
1

x
y

x





 có đồ thị (C) 

1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 
2/ Tìm m để (C) cắt đường thẳng (d): ( 1) 3y m x    tại 2 điểm phân biệt A,B nhận  
I(-1;3) làm trung điểm AB. 
HD Bài 11: 

1.Khảo sát và vẽ đồ thị (C) hàm số. 
Tập xác định:  \ 1D    

y

y'

x

CTC§
+ 

-  - 2

0

+ + - 00

10 + - 

 

x

y

- 
2

3

2

3

2 1- 2 - 1 O
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
 2

3
'

1
y

x
 


' 0, 1y x    , hàm số giảm trên từng khoảng xác định. 

 lim 2
x

y


   đồ thị có tiệm cận ngang là 2y   

 
1 1

lim ; lim
x x

y y
  

     đồ thị có tiệm cận đứng  là 1x   

 
 
  BBT 
 

 
 
 
  Đồ thị: 
2/ Ta thấy I(-1;3) nằm trên (d). Hoành độ giao điểm của (C) và (d) là nghiệm của phương trình 

2 1
( 1) 3

1
x

m x
x


  


4 0(*)mx x m      ( (*) không có nghiệm x = 1)  

để (d) cắt (C) tại 2 điểm phân biệt A,B nhận I làm trung điểm AB<=> (*) có 2 nghiêm phân biệt 

x1, x2 thoả mãn : 1 2 1
2

x x
 

0

1 4 ( 4) 0

1
2

m

m m

m


 


     

  


1
2

m    

Bài 12:  Cho hàm số 3( 1)
2

x
y

x





 (C ). 

1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2/ Viết phương trình  tiếp tuyến với (C ) tại giao điểm của (C) và trục tung. 
3/ Tìm tất cả các điểm trên (C ) có toạ độ nguyên. 
HD Bài 12: 
3/ Có 6 điểm thuộc (C) có toạ độ nguyên là: (1; -6); (3; 12); (-1; 0); (5; 6); (-7; 2) và (11; 4) 

Bài 13:  Cho hàm số :  2 1
2

x
y

x





 

1/  Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số 
2/  Chứng minh rằng với mọi giá trị của m , đường thẳng y x m  luôn cắt (C) tại hai điểm phân 
biệt. 
HD Bài 13: 
2/ PT HĐGĐ của (C) và đường thẳng y x m  :  
2 1

2
x

x m
x


 


 2 ( 4) 2 1 0, 2x m x m x        (*) 

2x   không là nghiệm của pt (*) và 2 2( 4) 4.(2 1) 12 0,m m m m         .  

+ 
-  - 

+ 
--

+ - 

y
y'

x 1

2 
2 
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Do đó, pt (*) luôn có hai nghiệm khác 2. Vậy đường thẳng y x m   luôn cắt (C) tại hai điểm phân 
biệt. 

Bài 14:  Cho hàm số 3
2

1
y

x
 


     

1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2/ Viết phương trình tiếp tuyến với với đồ thị (C) tại giao điểm của (C) và trục Ox. 
3/ Tìm m để đường thẳng  d : y x m    cắt (C) tại hai điểm phân biệt . 
HD Bài 14: 

Hàm số được viết lại: 2 1
1

x
y

x





     

1.Khảo sát và vẽ đồ thị (C) hàm số. 

Tập xác định:  \ 1D       
 2

3
'

1
y

x
 


' 0, 1y x    , hàm số giảm trên từng khoảng xác 

định. 
 lim 2

x
y


   đồ thị có tc ngang là 2y  , 

1 1
lim ; lim

x x
y y

  
     đồ thị có tc đứng  là 1x   

  BBT 
 

 
 
 
 
 
  Đồ thị: 
 
2.Viết phương trình tiếp tuyến với với đồ thị (C) tại giao điểm của (C) và trục Ox:  

Thay 0y   vào hàm số ta có 1
2

x      đồ thị hàm số cắt trục hoành tại điểm 0
1
;0

2
M

  
 

 

Phương trình tiếp tuyến có dạng: 0 0 0'( )( )y y f x x x    trong đó: 

0 0

1
; 0

2
x y    vì     

 2
3

'
1

y
x

 


  0'( ) 12f x   PTTT: 4 2
3 3

y x    

3.Tìm m để d : y x m    cắt (C) tại hai điểm pb. 

PTHĐGĐ:    2 1
1

x
x m

x


  


 2( ) (1 ) 1 0g x x m x m       (1)  ( 1x  ) 

YCBT PT(1) có hai nghiệm phân biệt 1  


(1) 0

0

g 
 

 2

3 0

6 3 0m m




  


3 2 2

3 2 2

m

m

  


 
 

 

+ 
-  - 

+ 
--

+ - 
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x 1
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Bài 15:  Cho hàm số  1
1

x
y

x
 




 có đồ thị ( C ). 

1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số. 
2/ Tìm điểm M trên Ox mà tiếp tuyến đi qua M song song với đường thẳng (D):y = - 2x 
HD Bài 15: 
TXĐ :  \ 1D    

Chiều biến thiên y’= 2)1(
2




x
 ,  y’ < 0  với mọi x ≠ -1, hs nghịch biến trên các khoảng: (-∞;-1) 

và (-1;+∞)       

Tiệm cận : 
1
1lim

1 


 x
x

x
= + ∞  

1
1lim

1 


 x
x

x
 = - ∞   Nên x = - 1 là T C Đ 

                      y
x 
lim = - 1    Nên y = -1 là T C N   

 
 
Bảng biến thiên.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 Đồ thị: đồ thị cắt Ox tại (1;0),  cắt Oy tại (0;1) 

2/ Nếu gọi M0(x0;y0) là tiếp điểm thì từ giả thiết ta có 2
0 )1(

2



x
=-2 suy ra x0=0 và x0 = - 2  với x0 = 0 

thì y0 = 1 ta có pttt tại M0 là y = -2x + 1 nên cắt Ox tại M(1/2;0) 
Với x0 = - 2 thì y0 = - 3 ta có pttt tại M0 là y = - 2x - 7 nên cắt Ox tại M(-7/2;0) 
Vậy có hai điểm thoả ycbt:  M(1/2;0) và M(-7/2;0)    

Bài 16:  Cho hàm số  2
1
x

y
x





 (C) 

1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số  
2/ Tìm m để đường thẳng d: 2y mx   cắt cả hai nhánh của đồ thị (H).  
HD Bài 17: 
2/ Phương trình hoành độ giao điểm: 2 ( 4) 2 0 ( )mx m x     , 1x   . 
 d cắt hai nhánh của (H)   (*) có  2 nghiệm thoả mãn: 1 21x x     1 2t 0 t   
với t = x+1. Tìm được 0m   

-1

-1

-1

+

-

--
+-

y

y'

x

 

-1

1

2

-1

O 1

x

y
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Bài 18:  Cho hàm số: 2 3
1
x

y
x





 có đồ thị là (C). 

1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2/ Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi (C) và haiờng thẳng x = 2; x = 4. 
3/ Viết phương trình các đường thẳng song song với đường thẳng: 3y x    và tiếp xúc với đồ thị 
(C) 
HD Bài 18: 
3/ Có hai tiếp tuyến thoả ycbt: 1( ) : 3d y x   , 2( ) : 1d y x    
* Hàm trùng phương 
Bài 19:  Cho hàm số: 4 22y x x   
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 
2/ Định m  để  phương trình: 4 22 log 1 0x x m    có 4 nghiệm phân biệt 
HD Bài 19: 

2/ Phương trình có bốn nghiệm phân biệt 1 1 log 0 10 100m m         

Bài 20:  Cho hàm số: 4 21 3
3

2 2
y x x    có đồ thị (C). 

1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2/ Viết PTTT với đồ thị (C) của hàm số tại điểm thuộc (C) có hoành độ 0 2x  . 

3/ Tìm điều kiện của m  để  phương trình sau có 4 nghiệm : 4 26 1 0x x m    . 
HD Bài 20: 

1/ KSHS: 4 21 3
3

2 2
y x x    

  TXĐ: D    

 ' 32 6y x x  ,   ' 0y 
0; 3 / 2

3; 3

x y

x y

 
 

   
 

  Giới hạn : lim
x

y
 

  ,    

  BBT 
 
  
 
 
 
 
 
2/ PTTT với (C) tại 0 2x   
 0 02 5 / 2x y                

 ' '
0

3( ) 2 6 ( ) 4f x x x f x       

x

y

- 3

-
5

2 BA

C§

CTCT

3

2

3- 3 2- 2

O
1

 

- 3- 3

3

2

C§
CTCTy

y'

x

+ + 
- + - +000

3- 3 0 + - 
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  PTTT: 4 (21/ 2)y x   
3/ Tìm m để pt  sau có 4 nghiệm : 4 26 1 0x x m    . 

 4 26 1 0x x m    4 21 3
3 1

2 2 2
m

x x      

Đặt: 3 3 1y x x    , đồ thị (C) vừa vẽ và 1
2
m

y   : đồ thị là đường thẳng(d) cùng phương Ox 

. 
Số nghiệm của PT = số giao điểm của (C) & (d)          

YCBT 3
3 1 1 8

2 2
m

m          

Bài 21:  Cho hàm số :  2 2( )y x m x   
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số khi 4m  . 
2/ Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị (C) tại điểm có hoành độ 0 1x   . 
HD Bài 21: 
1/    4m   ta có hàm số: 4 24y x x   : 

  TXĐ: D   ,    ' 34 8y x x   ,    ' 0y 
0; 0

2; 4

x y

x y

  


  
 

  Giới hạn : lim
x

y


   

              
  BBT 
 
 3/ PTTT là : 4 1y x   . 
 
Bài 22:  Cho hàm số : 2 2(1 ) 6y x   , đồ thị (C) 
1/ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số. 
2/ Biện luận theo m số nghiệm của phương trình: 4 22 0m x x    
3/ Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị biết nó song song với đường thẳng d: 24 10y x   

HD Bài 22: 1/ 3 0 5
' 4 4 , ' 0

1 6

x y
y x x y

x y

   
         

 

3/ Ta có: 3 34 4 24 6 0 2x x x x x        , khi 2 3x y   . Vậy PTTT là: 24 45y x   

Bài 23:  Cho hàm số 4 22 3y x x     đồ thị  (C)  
1/ Khảo sát và vẽ đồ thị (C) của hàm số  
2/ Tìm m để phương trình 4 22 0 (*)x x m    có bốn nghiệm phân biệt.  
HD Bài 23:  2/ Phương trình 4 2(*) 2 3 3x x m       
PT (*) có 4 nghiệm pb khi đt: 3y m   cắt (C) tại 4 điểm pb 3 3 4 0 1m m       .   

CT C§C§

000

44

0-  - 

+ - + - 

y

y'

x 2- 2 0 + - 
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PHƯƠNG TRÌNH , BẤT PHƯƠNG TRINH MŨ VÀ  LOGARIT 

I. KIẾN THỨC CƠ BẢN :  

1) Luỹ thừa:  

* Các công thức cần nhớ: 0 a 1   

 0 1
1; ;

m
nn mn

n
a a a a

a
    

 * Tính chất của lũy thừa: 0 a 1   

.m n m na a a  ;     nm mna a ;  
n n

n

a a
b b

      
;  

m
m n

n

a
a

a
 ;     .

n n nab a b  

 * Quy tắc so sánh: 

  + Với a > 1 thì m na a m n    

  + Với 0 < a < 1 thì m na a m n    

2) Căn bậc n 

 . .n n na b a b ;  
n

n
n

a a
b b

    
m

n nma a   m n mna a  

3) Lôgarit: 

* Định nghĩa: Cho , 0; 1a b a  : log
a
b a b    

* Tính chất:  

loglog 1 0; log 1; log ; a b

a a a
a a a b      

 * Quy tắc so sánh: 

  + Với a > 1 thì: log log
a a
b c b c    

  + Với 0 < a <1 thì: log log
a a
b c b c    

  + log log
a a
b c b c    
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 * Quy tắc tính:  

   1 2 1 2
log . log log

a a a
b b b b    1

1 2
2

log log log
a a a

b
b b

b
    

  log log
a a
b b     1

log log
aa

b b 
   

     * Công thức đổi cơ số: 

  log
log

log
a

b
a

c
c

b
  hay  log . log log

a b a
b c c  

  1
log

loga
b

b
a

   hay  log . log 1
a b
b a  ;  

 * Chú ý:  Lôgarit thập phân (cơ số 10) kí hiệu là: logx hoặc lgx 

   Lôgarit cơ số e kí hiệu là: lnx 

4) Bảng đạo hàm cần nhớ: 

Đạo hàm của hs mũ và logarit Đạo hàm của hàm số hợp u = u(x) 

 'x xe e   ' ' .u ue u e  

 ' . lnx xa a a   '
' . . lnu ua u a a  

 ' 1
lnx

x
   ' '

ln
u

u
u

  

 ' 1
log

.lna
x

x a
   ' '

log
. lna

u
u

u a
  

 

5) Phương trình mũ, phương trình  logarit: 

 PHƯƠNG TRÌNH MŨ PHƯƠNG TRÌNH LOGARIT 

Dạng cơ 
bản. 

xa b ( 0 1a  ; b tùy ý) log
a
x b ( 0 1a  ; b tùy ý) 
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Cách 
giải 
dạng cơ 
bản. 

+ 0b  : Pt vô nghiệm. 

+ 0b  : Pt có 1 n0: log
a

x b  

Chú ý: Xét b. 

Pt luôn có n0: bx a  

Cách 
giải các 
dạng pt 
đơn 
giản. 

1. Đưa về cùng cơ số: áp dụng: 
( ) ( ) ( ) ( )f x g xa a f x g x   (0 1a  ). 

2. Đặt ẩn phụ:  f xt a .(đk t) 

 

1. Đưa về cùng cơ số: áp dụng: 
log ( ) log ( ) ( ) ( )

a a
f x g x f x g x   (

0 1a   và ( ) 0f x   hoặc ( ) 0g x  ). 

2. Đặt ẩn phụ:  log
a

t f x .. 

Chú ý: Điều kiện xác định của phương 
trình. 

 

6) Bất phương trình mũ, bất  phương trình  logarit: phương pháp tương tự như phương pháp giải 
phương trình mũ và logarit nhưng ta cần xét a để xác định chiều của bất phương trình. 

Chú ý:  

 Khi giải pt, bất phương trình mũ cơ bản ta phải xét b. 
 Khi giải pt, bất phương trình logarit ta cần đặt điều kiện xác định của phương trình. 

II. CÁC DẠNG TOÁN ĐIỂN HÌNH : 

Dạng 1: Tìm tập xác định của hàm số 

   Tìm tập xác định của các hàm số sau: 

 a)  2ln 5 6x x
y e

  
              b)  2log 3 2y x x    

 

 c) 
2

3
log

10
y

x



  d)  23

log 2y x   e) 
2

1
log

1
x

y
x





   

     f) 
5

2 3
log ( 2)

x
y

x





      g) 2
1
2

log 4 5y x x     h) 22 3x xy e e    

KQ: 

a)  1;6  b) c)  ;10  d)  \ 2R  
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   ; 2 1;      

e)  1;1  f)    2; \ 3  g)  1;5  h) 0;   

 

Dạng2: Chứng minh một đẳng thức có chứa đạo hàm 

        Chứng minh hàm số sau thỏa hệ thức: 

a) ( 1) xy x e   thỏa xy y e    

b) 1
ln

1
y

x



 thỏa 1 yxy e    

c) 4 2x xy e e   thỏa 13 12 0y y y     

Dạng3 : phương trình mũ 

Bài 1  : Giải các phương trình sau:  

 a) 342 4x    b) 
2 5

6
22 16 2

x x 
   

 c) 
22 3 3 53 9x x x    d) 

2 8 1 32 4x x x     

 e) 2 1 2 15 3.5 110x x    f) 
5 17
7 3

1
32 .128

4

x x
x x

 
   

 g) 1 2 1 22 2 2 3 3 3x x x x x x          h) 2 9 27
.

3 8 64

x x               
  

           k) 1 13 6 .2 .3x x x x                                          i)  
1

1 1( 5 2) ( 5 2)
x

x x


     

KQ:  

a) 14
3

       
 b)  1;7  

c) 2 3 2
2

          
 

d)  2; 3   e)  1  

f) 95
13

       
 g)  2  h)  3  k)  2  i)  1; 2  

Bài  2 : Giải các phương trình sau: 
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 a) 22x + 6 + 2x + 7 = 17   b) 2 13 9.3 6 0x x     

 c) 17 2.7 9 0x x        d) 2 22 9.2 2 0x x          

 e) 92x +4  - 4.32x + 5 + 27 = 0  f) 52x + 4 – 110.5x + 1 – 75 = 0 

 g) 
1

5 2 8
2 0

2 5 5

x x                
  h) 35 5 20x x   

 i)    4 15 4 15 2
x x

     j) 5 2 6 5 2 6 10
x x               

 

 k) 12.9 35.6 18.4 0x x x    l)  (3 2 )(3 3.2 ) 8.6x x x x x    

KQ:  

a)  3  b)  3
0; log 2  c)  7

1; log 2  d)  1;2  

e) 3
1;

2

        
 f)  0  g)  1  h)  4  

i)  0  j)  2  k)  1;2  l) 3
2

0; log 3
       

 

 

Bài 3: Cho hàm số  2 1 11
2

x xy e e    

 Giải phương trình  : 2 0y e          

KQ:  ln2  

                                                 Dạng4: phương trình logarit 

Bài 1: Giải các phương trình sau: 

 a)  2 2
log log 1 1x x    b)    2 2

log 3 log 1 3x x      

 c)      log 1 log 1 log 2 3x x x      d)    4 4 4
log 2 log 2 2 log 6x x     

 e) log4x + log2x + 2log16x = 5                    f)   5 33log 2 . log 2 log ( 2)x x x    
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 g) log3x = log9(4x + 5) + 1
2

    

KQ:  

a)  1  b)  1  
c) 1 5

2

          
 d) 74

35
 

e)  4 2  f)  3;5  g)  6 51   

 

Bài 2: Giải các phương trình sau: 

 a) 2
2 4

log 6 log 4x x                                          b)    1
3 3log 3 1 . log 3 3 12x x     

 c)    2 32
2 2

log 1 log 1 7x x      d)    2 2
2 2

log 9 7 2 log 3 1x x      

 e) 1 2
1

4 ln 2 lnx x
 

 
 f) 2

2 12
2

log 3 log log 2x x x     

 g) 
3 3

3 log log 3 1x x    h) log3(3x – 8) = 2 – x 

 k)  3
log 4.3 1 2 1x x                      m) 

3 3
log 5 4.log ( 1) 2x       

a) 1
2;

16

       
 

b) 3 3log 28; log 82 4  
       c) 

7
41

3; 1
2

                 

 
d)  2;3  

e)  2;e e  f) 1
; 2

2

       
 g)  3;81  h)  2  

k)  0; 1   m)  4    

 

Bài 3: Cho hàm số 2lny x  (x > 0) 

              Giải phương trình  : 3 0y xy          

KQ:  31
;e

e
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Dạng5 :Bất phương trình mũ 

Bài 1: Giải các bất phương trình sau: 

 a) 416 8x    b) 
2 5

1
9

3

x      
   c) 

6

29 3x x  

 d) 
2 6

1
1

4

x x       
   e) 

24 15 4

3 51
2 2

2

x x

x

 


      

 f) 2 3 7 3 16 2 .3x x x    

KQ: 

a) 19
;

4

     
 

b) 
7

;
2

      
 

c) 
 ; 3 2;1        

d)  2;3  e) 1;2  f)  4;  

Bài  2: Giải các bất phương trình sau: 

 a) 25 2 3.5x x    b)  2 3 25 2.5 3x x     

 c) 2 6 72 2 17x x           d) 5.4 2.25 7.10x x x   

 e) 4 2 22.16 2 4 15x x x         f) 1
4

4 16 2 log 8x x    

 g) 23 3 8 0x x      h) 
1 1

1 2
4 2 3x x

 
   

 i)  1 1 25 3 2 5 3x x x x       

KQ: 

a)    5; 0 log 2;    b)  2;  c)  3;   d) 0;1     e) 1;  

f) 
   4

; 0 log 3;    
g)  0;  h) 1

0;
2

    
 i)  3;   

  

 Dạng6 :Bất phương trình logarit 

Bài 1: Giải các bất phương trình sau: 

 a)    4 4
log 7 log 1x x      b)  2

2
log 4 5 4x x    
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 c)    2 2
log 5 log 3 2 4x x       d)  1 3

2

log log 0x   

 e)    8 8

2
2 log 2 log 3

3
x x        f) 

1
3

2 3
log 1

x
x


  

KQ: 

a)  3;1  b)  3; 1 5;7       c) 77
5;

18

      
 

d) 3;   e)    3; \ 4  f) 1 2
;

3 3

   
 

Bài 2: Giải các bất phương trình sau: 

 a) 2
1 1
3 3

log 3 log 0x x       b) 1 1
1

1 log logx x
 


 

 c) 2
2 2

log log 4 4 0x x        d) 
2log 3 log 3

1
log 1

x x
x

 



 

 e)  5
log 5 4 1x x        f) 2

1
3

log (2 4 ) 2x x     

KQ: 

a)    0;1 27;   b)  1;10  c) 1
0; 2;

4

       
 

d)  0;10  e)  1;  f)  ;2  
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CHƯƠNG III 

NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN 
A. NGUYÊN HÀM 

I. Nguyên hàm : 
    1/ Định nghĩa 
 Hàm số  F x  gọi là nguyên hàm của hàm số  f x trên K  nếu       

    ;F x f x x K    . 

      Kí hiệu : 

                            f x dx F x C  .         ( C là hằng số) 

   2/ Tính chất : 

Tính chất 1 :       ' ( )f x dx f x C   

Tính chất 2 :          0kf x dx k f x dx k    

Tính chất 3 :            f x g x dx f x dx g x dx        

   3/ Nguyên hàm của những hàm số thường gặp :  , ; 0m n m   

dx x C   kdx kx C   

 
1

1
1

xx


 




  
       

1
1 1

1
mx n

mx n dx C
m


 




    

  

lndx x C
x
   1 lndx mx n C

mx n m
  

  

x xe dx e C   1mx n mx ne dx e C
m

    

ln

x
x aa dx C

a
   1

ln

mx n
mx n aa dx C

m a


    

sin cos   xdx x C     1sin cos     mx n dx mx n C
m
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cos sin  xdx x C     1cos sin    mx n dx mx n C
m

 

2 tan
cos

dx x C
x
   

   2

1 tan
cos

dx mx n C
mx n m

  
  

2 cot
sin

dx x C
x
    

   2

1 cot
sin

dx mx n C
mx n m

   
  

 

4/Tìm nguyên hàm bằng định nghĩa :  

    Muốn tìm nguyên hàm của một hàm số bằng định nghĩa, ta phải biến đổi hàm   

     số này thành tổng hoặc hiệu của những hàm số đơn giản đã biết hoặc có thể   

     tìm được nguyên hàm. 

      5/Tìm nguyên hàm bằng phương pháp đổi biến số : 
         Định lý : 

    Nếu    f u du F u C   và  u u x là hàm số có đạo hàm liên tục thì : 

     f u x u x dx F u x C         . 

Các dạng nguyên hàm  tính bằng phương pháp đổi biến số thường gặp : 
Dạng nguyên hàm cần tìm Cách đặt biến số 

 sin cosf x xdx  sin sint x t m x n     

 cos sinf x xdx  cos cost x t m x n     

  1lnf x dx
x  ln lnt x t m x n     

  2

1tan
cos

f x dx
x  tan tant x t m x n     

  2

1cot
sin

f x dx
x  cot cott x t m x n     



Sở GD&ĐT Bến Tre 

Tài liệu ôn thi tốt ngiệp THPT môn Toán năm học 2011-2012 40

  1k kf x x dx  k kt x t mx m     

 x xf e e dx  x xt e t me n     

 

 Chú ý : Nếu hàm số dưới dấu nguyên hàm có chứa dấu căn  n  thì thường ta    

            đặt :    nt   

   6/ Tìm nguyên hàm bằng phương pháp từng phần. 
        Định lý : 

udv uv vdu    

Các dạng nguyên hàm tính bằng phương pháp từng phần thường gặp : 
       D�ng 1 :  

   p x q x dx  
(trong đó  p x  là hs đa thức;  q x là hàm số  sin x hoặc  cos x hoặc  xe ) 

Trong trường hợp này ta đặt :  
 

u p x
dv q x dx


 

 

    Dạng 2 : 

   p x q x dx  

(trong đó  p x  là hs đa thức;  q x là hàm số logarit)Trong trường hợp này ta đặt :   
 

u q x
dv p x dx


 
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Bài tập : 
Bài 1 : Chứng minh rằng hàm số    2 1xF x e x   là nguyên hàm của hàm số    21xf x e x  . 

Bài 2 : Chứng minh rằng hàm số   ln 3F x x x x    là nguyên hàm của hàm số   lnf x x . 

Bài 3 : Tìm nguyên hàm của hàm số    cos 2 3tanf x x x  . 

Bài 4 : Tìm nguyên hàm  F x  của hàm số  
21 2xf x

x


  thỏa mãn điều kiện  1 3F   . 

Bài 5 :Tìm nguyên hàm  F x  của hàm số   cos 3sinf x x x   thỏa mãn điều kiện   0F   . 

Bài 6 : Tính : 
22x x dx

x
  
  ;  3 2sin cosx xdx ; 2 13x

xe dx
e

  
  ;  

2cos sin 2
cos
x x dx

x


  

Bài 7 : Tính : 

3cos sinx xdx ;  cos
3sin 5

xdx
x  ;  3

sin
cos

xdx
x ;  3sin cosxe xdx ; 

2

2 tan 1
cos

x dx
x


 ;            4

2

cot 1
sin

x
dx

x


 ; 
3

x

x
e dx
e  ;  

ln
dx

x x ;  
4ln x dx
x ;                

 3ln 2x
dx

x


 ; 2 1x dx                
2

32 1
x dx
x  ;  2 1x xdx ;  

2 3
xdx
x 

 . 

Bài 8 : Tính : 

2 cosx xdx ;   3 xx e dx ;   4 1 sinx xdx ; 23 lnx xdx ;    

 23 2 lnx x xdx ;   ln 1x dx ;   1 xe xdx ;  

B. TÍCH PHÂN 

II. Tích phân : 
1/ Định nghĩa : 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a    
 

2/ Tính chất :  

Tính chất 1 : 
   

b a

a b

f x dx f x dx  
. 



Sở GD&ĐT Bến Tre 

Tài liệu ôn thi tốt ngiệp THPT môn Toán năm học 2011-2012 42

Tính chất 2 : 
   

b b

a a

kf x dx k f x dx 
  0k  . 

Tính chất 3 :        
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx       . 

Tính chất 4 :      
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

Chú ý : Muốn tính tích phân bằng định nghĩa ta phải biến đổi hàm số dưới dấu tích phân thành 
tổng hoặc hiệu của những hàm số đã biết hoặc có thể tìm được nguyên hàm. 

3/ Tính tích phân bằng phương pháp đổi biến số. 
Công thức tổng quát :  

     
b

a

f u x u x dx f t dt




      

Các dạng tích phân tính bằng phương pháp đổi biến số thường gặp : 
Tương tự như trong phần nguyên hàm. 

4/ Tính tích phân bằng phương pháp từng phần. 
Công thức tổng quát : 

 
b b

b

a
a a

udv uv vdu    

Các dạng tích phân tính bằng phương pháp từng phần thường gặp : 
Tương tự như trong phần nguyên hàm. 

Bài tập : 
Bài 1 : Tính các tích phân sau : 

 
0

cos 2 3sinx x dx


 ; 
0

2

1

1x
xe

e

  
  ;   

1
2

0

2x x dx ;  22

1

1 2x
dx

x


 . 

Bài 2 : Tính các tích phân sau : 

6

0

cos
2sin 1

xdx
x



 ;  
2

3

6 cos 1sinx xdx





 ;  
 2

1 ln 1

e dx
x x  ;  

4

1

lne xdx
x ; 
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1

0

3 1x dx ;   
19

3 2
0 8

xdx
x 

 ;   
tan4

2
0 cos

xe dx
x



 ;  
2

4

0

2sin 1 cosx xdx



 ; 

 3

0

1 cos sinx xdx


 ;  
2

1

1 lne x dx
x


 . 

Bài 3 : Tính các tích phân sau đây : 

 
2

3

0

4sin cos 1x x dx



 ; 
2

0

sin 2
1 cos

x x dx
x



    ;  
2

0

4 1x x dx  ; 
1

3ln 1 1
e x dx

x
 

  
 
  

Bài 4 : Tính các tích phân sau đây : 

 
2

2

0

2 1 3x x xdx  ;
3

1

lne x x dx
x


 ;  

2
2

0

4sin cos 1 sinx x xdx



 ;
43

3
0

2cos sin
cos

x x dx
x




  

Bài 5 : Tính các tích phân sau đây : 

5

0

4x xdx ; 
2

0

sin cos
1 cos

x xdx
x



 ; 
 1

ln
ln 3

e xdx
x x ; 

2

0

sin cos
3sin 1
x xdx

x



 ;  
2 2 3

2
0 1

x dx
x 

  

Bài 6 : Tính các tích phân sau : 

0

2 sinx xdx


 ;  
0

1 cosx xdx


 ;  
1

0

4 1 xx e dx ; 3

1

ln
e

x xdx ;  
2

1

2 1 lnx xdx  
2

2

1

3 2 lnx x xdx  

Bài 7 : Tính các tích phân sau : 

 
0

1

1 xe xdx


 ;  
1

1 ln
e

x dx ;  
0

2 cos x xdx


 ;   
0

sin 2x x xdx


 ; 

 
0

sin cosx x xdx


 ;   
0

sinxe x xdx


  

Bài 8 : Tính các tích phân sau : 

 
1

1 ln
e

x x dx ;  
1

0

3xxe dx ;  
0

cos 2x x dx


 ;   
0

sin cosx x x dx


 . 

Bài 9 : Tính các tích phân sau : 

2

1

ln 1e x x dx
x


 ;  
1

ln 2
e

x x x dx ; 
1

0

2x
xe x dx

e
  
  ;  

3

0

cos tanx x x dx



   
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C. ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN  

III. Diện tích hình phẳng: 

Diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :          1 2: ; : ; ;C y f x C y g x x a x b a b      

(trong đó hai đường thẳng ;x a x b  có thể thiếu một hoặc cả hai) 

1/ Công thức : 

   
b

a

f x g x dx  

2/ Các bước thực hiện : 
Bước 1 : Giải phương trình hoành độ giao điểm của    1 2&C C để tìm các nghiệm thuộc  ;a b . 

Giả sử được các nghiệm là : 1 2, , , nx x x  và 1 2 na x x x b     . 

Bước 2 : Áp dụng công thức : 

   
b

a

S f x g x dx         
1

n

x b

a x

f x g x dx f x g x dx       

       
1

n

x b

a x

f x g x dx f x g x dx             

Chú ý : 
Nếu đề bài không cho a và b thì nghiệm nhỏ nhất và nghiệm lớn nhất của phương trình 

   f x g x  tương ứng là a và b. 

Nếu đề bài đã cho đủ cả a và b thì khi giải phương trình    f x g x  ta chỉ nhận những nghiệm 

thuộc  ;a b  (nếu có). Những nghiệm không thuộc đoạn  ;a b phải loại bỏ. 

Nếu đề bài cho 3 đồ thị hàm số : ( ); ( ); ( )y f x y g x y h x    cần vẽ đồ thị và phân tích diện 
tích hình cần tìm thành tổng hoặc hiệu của các hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị đã biết. 

( chú ý có thể xem x là hàm số với biến y để tính diện tích) 
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IV. Thể tích của khối tròn xoay. 
 1/ Công thức : 

Cho hình phẳng  H giới hạn bởi :      : ; ; ;C y f x Ox x a x b a b     (trong đó hai đường 

&x a x b  có thể thiếu một hoặc cả hai). Quay hình phẳng này xung quanh trục Ox. Khi đó thể tích 
của khối tròn xoay được sinh ra là : 

  2
b

a

V f x dx     

2/ Các bước thực hiện : 
Bước 1 : Nếu hai đường &x a x b  đề bài cho thiếu một hoặc cả hai thì giải phương trình 

  0f x  (phương trình hoành độ giao điểm của  C và trục Ox) để tìm. 

Bước 2 : Áp dụng công thức. 

Chú ý : 
Nếu đề bài đã cho đầy đủ cả a và b thì không cần giải phương trình   0f x  . 

Nếu để bài không cho a và b thì giải phương trình   0f x   để tìm. Phương trình này có thể có 

nhiều hơn hai nghiệm. Trong trường hợp này nghiệm nhỏ nhất là a, nghiệm lớn nhất là b, các 
nghiệm còn lại không cần chèn vào trong quá trình tính tích phân. 

Bài tập : 
Bài 1. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   : ; ; ; 2xC y e Ox Oy x  . 

Bài 2. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :    3: 3 1& : 2C y x x d y    . 

Bài 3. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   4 2: &C y x x Ox  . 

Bài 4. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :    : ; : ; .xC y e d y e Oy   

Bài 5. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   : 1; , 2xC y e Ox x   . 

Bài 6. Cho đường cong   3:C y x x  .  Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi  C và trục 

hoành. 

Bài 7. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   : ; ; 1x xC y e e Ox x   . 
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Bài 8. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   : ln ; ;C y x Ox x e  . 

Bài 9. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :    : ln ; : 1; 1C y x d y x   . 

Bài 10. Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi :   : ; ; 4C y x x Ox x  . 

Bài 11. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường sau :   : 1 ; ; 1xC y e Ox x   . Tính thể tích của 

khối tròn xoay được tạo thành khi quay (H) quanh trục Ox. 

Bài 12. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường sau :   : ; ; 1;xC y e Ox x Oy   . Tính thể tích 

của khối tròn xoay được tạo thành khi quay (H) quanh trục Ox. 

Bài 13. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường sau :   1: 1 ; ; 2C y Ox x
x

   . Tính thể tích của 

khối tròn xoay được tạo thành khi quay (H) quanh trục Ox. 

Bài 14. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường sau :   : ; ; 1x xC y e e Ox x   . Tính thể tích của 

khối tròn xoay được tạo thành khi quay (H) quanh trục Ox. 

Bài 15. Cho hình phẳng (H) giới hạn bởi các đường sau :   2: ; ; ; 1
3 4

C y Ox Oy x
x

 


. Tính thể tích 

của khối tròn xoay được tạo thành khi quay (H) quanh trục Ox. 
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 CHƯƠNG IV: SỐ PHỨC 

I. TÓM TẮT KIẾN THỨC : 

1. Số phức. 

 Số phức z = a + bi, trong đó a, bR, a là phần thực, b là phần ảo, i là đơn vị ảo, 2 1i   . 

 Số phức bằng nhau: a + bi = c + di
a c

b d

  
 . 

 Modul của số phức: 2 2z a bi a b    . 

 Số phức liên hợp của z =a + bi là z a bi a bi     
2. Cộng, trừ và nhân số phức. 

 ( ) ( ) (   ) ( )a bi c di a c b d i          

  ( )( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i       

3. Chia số phức 

 
2 2

( )( )a bi a bi c di
c di c d

  


 
 

4. Phương trình bậc hai với hệ số thực 

 Căn bậc hai của số thực a < 0 là i a . 

 Xét phương trình bậc hai 2 0ax bx c   và biệt thức 2 4b ac    

 0  thì phương trình có nghiệm (kép) 
2
b

x
a

   

 0 thì phương trình có 2 nghiệm thực 
1,2 2

b
x

a
  

  

 0  thì phương trình có 2 nghiệm phức 
1,2 2

b i
x

a

  
  

II. CÁC DẠNG TOÁN ĐIỂN HÌNH: 

Dang 1: Tính biểu thức số phức 

Dạng 2: Giải phương trình bậc nhất với hệ số thực 

Dạng 3: Giải phương trình bậc hai với hệ số thực 

Dang 4: Tìm số phức biết S, P 

Dạng 5: Tìm tập hợp điểm thỏa điều kiện cho trước. 
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III. BÀI TẬP ÁP DỤNG: 

Bài 1: Tính  : 

         a)  (4 – i) + (2 + 3i) – (5 + i)                          Đs : 1+1i 

 b)  (1 + i)2 – (1 – i)2                                            Đs :   4i 

 c)  (2 + i)3 – (3 – i)3                                          Đs : -16+37i 

 d) (2–3i) (6 + 4i)         Đs : 24-10i 

 3
)
1 2

e
i

                            Đs : 3 6
5 5

i                             

 f)  1
1

i
i




                      Đs : i 

 g)  3
(1 2 )(1 )

i
i i


 
             Đs : -2 + i                         

 k)  
2 2

2 2

(1 2 ) (1 )

(3 2 ) (2 )

i i

i i

  
  

             Đs :  21 9
34 17

i     

 h)    
2 2

1 3 1 3i i         Đs : - 4 

 l)  3 2
1

i i
i i

 



                                           Đs  : 3 1

2
 + 2 2 1 3

2
  i 

Bài 2: Tìm phần thực, phần ảo và tính môđun của số phức z. 

         a) 22 3 (1 2 )z i i    .                      Đs: phần thực:   -1  ; phần ảo:  -1       ; môđun: 2  

         b) 2 3 (4 2 )(1 3 )z i i i                  Đs: phần thực:    0    ; phần ảo: -11     ; môđun: 11 

         c) 1 2
3

iz i
i

  


                            Đs: phần thực: 11/10  ; phần ảo: 23/10 ; môđun: 26
2

 

 

Bài 3: Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức: 

         a)  2 1 3
1 2

i i
z

i i
  


 

                                             Đs : 22 4
25 25

i  
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 b)     5 7 3 2 5 1 3i z i i           Đs : 12 8

3 3
i  

 c)   5 2 3 4 1 3iz i i           Đs : 5 5
2

i  

 d) (3 4 ) (1 2 )(4 )i z i i           Đs : 42 19
25 25

i  

         e) (1 ) (2 )(1 3 ) 2 3i z i i i                                                                        Đs : 5 1
2 2

i                                                       

         f) 2 (4 3 ) 5 6iz i i                                                                                      Đs : 3 1
2 2

i   

         g) (4 ) (3 3 ) (4 2 )i z i i z                                                                               Đs : 1 i  

Bài 4: Giải các phương trình sau trên tập hợp số phức: 

 a/     2 2 5 0z z             Đs  1 2i  

 b/   23 2 0z z                     Đs : 
1 23

6

i
 

 c)  2 3. 1 0z z                                                            Đs : 3 1
2 2

i                                    

 d)   2 3 5 0x x                                                        Đs : 
3 11

2

i
 

         e) 3 8 0z                                                                                                      Đs: 2; 1 3i   

         f) 3 1 0x                                                                                                      Đs: 1 3
1;

2
i

  

         e) 4 22 8 0z z                                                                                             Đs:    2; 2i      

 f) 4 22 3 0z z                            Đs:    1; 3i      

         g) 4 26 16 0x x                                                                                          Đs:    2; 2 2i      
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Bài 5: Tìm số phức z, biết 2 5z   và phần ảo của z bằng hai lần phần thực của nó. 

Đs: z = 2 + 4i; z = -2 - 4i 

 

Bài 6: Tìm hai số phức, biết: 

a)Tổng của chúng bằng 3 và tích của chúng bằng 4             Đs :
1 2

3 7 3 7
,

2 2
i i

z z
 

   

b) Tổng của chúng bằng 6 và tích của chúng bằng 16            Đs :
1 2

3 7, 3 7z i z i     

Bài 7: Tìm hai số thực x, y biết: 

a) (3x-2) + (2y + 1)i = (x + 1) – (y – 5)i                                   Đs: 3 4
;

2 3
x y   

b) (2x+y) + (2y – x)i = (x – 2y + 3) + (y +2x + 1)i                  Đs: 0; 1x y   
c) x(1 + 2i) + y(2 – i) = 2x + y +2yi + ix                                 Đs:  0; 0x y   

Bài 8: Trong mp phức , hãy tìm tập hợp điểm biễu diễn các số phức thỏa mãn hệ thức sau:  

 a) 2z i  . Đs : Tập hợp các điểm thỏa đk là đường tròn tâm O(0;1) và bk r = 2 

 b) 2z i z    .  Đs :Tập hợp các điểm thỏa đk là đường thẳng 2y- 4x-3 = 0 

 c)  Phần thực của z bằng 2.   Đs: Tập hợp các điểm thỏa đk là đường thẳng x - 2 = 0 
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PHẦN HÌNH HỌC 

CHƯƠNG I :     KHỐI ĐA DIỆN 

I. LÍ THUYẾT CƠ BẢN: 

 

1. Khối lập phương: 

3V a , với a là cạnh của hình lập phương. 

Chú ý: Đường chéo hình lập phương cạnh a có độ dài bằng 3a . 

2. Khối hộp chữ nhật: 

V abc , với a,b,c là ba kích thước hình hộp chữ nhật. 

   Chú ý: Đường chéo hình hộp chữ nhật cạnh a,b,c có độ dài bằng d = 2 2 2a b c  . 

3. Khối lăng trụ: 

.V B h , với B là diện tích đáy và h là chiều cao của lăng trụ. 

Sxq= Tổng diện tích các mặt bên.              ;                Stp= Sxq+ 2 Sđáy 

4. Khối chóp:  

1 .
3

V B h , với B là diện tích đáy và h là chiều cao của hình chóp. 

Sxq= Tổng diện tích các mặt bên.              ;                 Stp= Sxq+  Sđáy 

5. CHÚ Ý: 

     5.1) Tỉ số thể tích khối chóp tam giác: 

     Cho hình chóp S.ABC.Gọi A’, B’, C’ lần lượt là các điểm trên các cạnh SA, SB,SC và khác với S . 

                           Khi đó: . ' ' '

.

' ' '. .S A B C

S ABC

V SA SB SC
V SA SB SC

  

     5.2) Nhận biết chiều cao một số khối đa diện thường gặp: 

a) Khối lăng trụ đứng hoặc khối lăng trụ đều : chiều cao bằng cạnh bên 

b) Chiều cao h của khối chóp là khoảng cách từ đỉnh đến mặt đáy. 

    + Khối chóp đều:  h  là đoạn thẳng nối đỉnh với tâm mặt đáy. 
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    + Khối chóp có  một cạnh bên vuông góc mặt đáy  h là cạnh bên đó. 

    + Khối chóp có  một mặt bên vuông góc mặt đáy h là chiều cao của mặt bên đó ( chiều cao kẻ từ  

         đỉnh khối chóp) 

    + Khối chóp có hai mặt bên kề nhau cùng vuông góc mặt đáy h là cạnh bên chung của hai mặt đó 

6. BỔ SUNG CÁC KIẾN THỨC           

     6.1) Điều kiện để đường thẳng d vuông góc với mp( ) 

     6.2) Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc 

     6.3) Góc   giữa đường thẳng d và mp( ) 

     6.4) Góc giữa 2 mặt phẳng( ) và( )             

     6.5) Các công thức tính diện tích tam giác thường sử dụng                                                                             

II. BÀI TẬP ÁP DỤNG: 

KHỐI CHÓP 

 

Bài 1: Cho khối chóp tam giác đều S.ABC có cạnh đáy bằng a, góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 030 .  

            Tính thể tích khối chóp S.ABC.                                    ĐS:    
3a 3V=
36

 

Bài 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, mặt bên SAB là tam giác đều nằm trong 
mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. 

Tính thể tích của khối chóp S.ABCD.                                       ĐS: V = 
3a 3
6

 

Bài 3: Cho khối chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B,  SA ABC , 2SA a ,  030ACB  , 

khoảng cách từ A đến mặt phẳng  SBC  bằng a. Tính thể tích khối chóp S.ABC.                                                                   

        HD: VS.ABC= VA.SBC
1AB =  SB
2

                                   ĐS: 
34aV=

3 3
 

Bài 4: Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a,  SA ABCD , góc giữa SC với mặt 

phẳng đáy bằng 045 . 
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a)Tính thể tích của khối chóp S.ABCD.                           ĐS:    
3a 2V = 
3

 

b) Gọi M, N lần lượt là trung điểm SC, SD. Tính thể tích khối chóp S.ABMN.    ĐS:  
3a 2V =
8

 

Bài 5: Một hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và thể tích bằng 
3 3
6

a
. Tính độ dài cạnh bên 

của  hình chóp.                                                                    ĐS:   SA = 
5

2
a

 

Bài 6: Một hình chóp tứ giác đều S.ABCD có chiều cao bằng 
3
2
a

 và thể tích bằng a3. Tính cạnh đáy của 

hình chóp.                                                                                  ĐS:    AB = 2a   

Bài 7: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có thể tích bằng 3a3/8, các mặt bên tạo với đáy (ABC) một góc 

600.Tính độ dài cạnh đáy AB.                                                   ĐS:    AB = 3a       
 

BÀI 8:Khối chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD,SA (ABCD) ,SA = a, BC 2a , góc tạo bởi 
cạnh bên SC và mặt phẳng đáy bằng 300 . 

    1)Chứng minh các mặt bên khối chóp S.ABCD  là các tam giác vuông. 

    2)Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo a.                        ĐS:   
3a 2V =
3

  

 

BÀI 9:Cho khối chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại B, cạnh bên SA (ABC) , AB = a , 

             BC 3a , SA = 3a . Gọi I là trung điểm  SC. 

   1)Tính thể tích khối chóp S.ABC theo a.                           ĐS:  1
2

   

   2)Tính độ dài đoạn thẳng BI theo a.                                   ĐS:    
3a 10d =

10
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KHỐI LĂNG TRỤ 

Bài 1: Hình lăng trụ đứng ABC.A’B’C’ có đáy ABC là một tam giác vuông tại A,AC = a C =600. 
Đường chéo BC’ của mặt bên BB’C’C tạo với mp(AA’C’C) một góc 300.   

      a) Tính độ dài đoạn AC’.                                                                  ĐS:    AC’ =  3a 

 b) Tính thể tích của khối lăng trụ.                                                    ĐS:   V =  3a 6  

Bài 2: Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC.A’B’C’ có cạnh bên bằng 2a và cạnh đáy bằng a. 

      a) Tính thể tích khối lăng trụ ABC.A’B’C’  .                                   ĐS:         
3a 3V=
2

            

      b) Gọi M,N lần lượt là trung điểm của hai cạnh BB’ và CC’.Tính thể tích khối chóp A.MNCB.  

                                                                                                                ĐS:        
3a 3V=
6

   

Bài 3:Cho hình lăng trụ đứng tam giác ABC.A’B’C’ có tất cả các cạnh đều bằng a 

       a) Tính thể tích của khối lăng trụ                                                    ĐS:       V  = 
3 3
4

a
    

       b) Tính thể tích khối tứ diện A’BB’C                                              ĐS:      V = 
3 3
12

a
  

Bài 4:Cho lăng trụ tam giác ABC.A’B’C’ có đáy ABC là một tam giác đều cạnh a và điểm A’ cách 
đều các điểm A, B, C. Cạnh bên AA’ tạo với mp đáy một góc 600. Tính thể tích của khối lăng trụ.   

                                                                                                                ĐS:     V  = 
3 3
4

a
 

Bài 5:Một khối lăng trụ ABC.A’B’C’ có đáy là tam giác đều cạnh a, cạnh bên BB’ = a, chân đường 
vuông góc hạ từ B’ xuống đáy ABC trùng với trung điểm I của cạnh AC. 

 a) Tính góc giữa cạnh bên và mặt đáy.                                             ĐS:        =   300 

 b) Tính thể tích của khối lăng trụ.                                                     ĐS:     V =   
3a 3
8

  

 c) Chứng minh mặt bên AA’C’C là hình chữ nhật. 
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CHƯƠNG II :  KHỐI TRÒN XOAY 

I. LÍ THUYẾT CƠ BẢN: 

1. Khối nón: 

         xqS rl               , với r là bán kính đáy và l là độ dài đường sinh. 

 

           Stp = Sxq + Sđáy     , với Sđáy = 2r  

 

            21
3

V r h            , với h là chiều cao. 

 

2. Khối trụ: 

          2xqS rl             , với r là bán kính đáy và l là độ dài đường sinh. 

                   Stp = Sxq +2Sđáy      , với Sđáy = 2r  

 

                 2V r h               , với h là chiều cao. 

    Chú ý:  h = l. 

3. Khối cầu: 

                 24S r                , với r là bán kính. 

                 34
3

V r               , với r là bán kính. 

4. Nhận biết hình dạng một số thiết diện thường gặp: 

      + Thiết diện của hình nón tạo bởi mặt phẳng chứa trục là tam giác cân.  

      + Thiết diện của hình trụ tạo bởi mặt phẳng song song hoặc chứa trục là  hình chữ nhật. 

      + Thiết diện của hình nón hoặc hình trụ tạo bởi mặt phẳng vuông góc với trục là hình tròn . 

      +Thiết diện của hình cầu S(I;r) tạo bởi mặt phẳng (P) là hình tròn (C) có : 

          *  tâm H là hình chiếu vuông góc của I lên (P) 
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          *  bán kính là  2 2r'= r - h   , ( với h là khoảng cách từ I đến mp(P) ) 

4. Các dạng bài tập cơ bản: 

     +Tính diện tích xung quanh, diện tích toàn phần, thể tích của khối nón, khối trụ, khối cầu. 

     + Xác định và tính diện tích thiết diện 

       + Xác định tâm và tính bán kính ngoại tiếp khối chóp (Một số trường hợp đơn giản) 

II. BÀI TẬP ÁP DỤNG:  

MẶT NÓN 

Bài 1: Một hình nón có thiết diện qua trục là một tam giác đều cạnh 2a. 

      a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình nón 

      b)Tính thể tích của khối nón 

      ĐS:         a)  Sxq  = 2a2     ;       Stp   =  3a2                            ;    b)    V =
3 3
3

a
 

Bài 2: Một hình nón có đường sinh bằng a và thiết diện qua trục là tam giác vuông. 

    a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình nón 

    b)Tính thể tích của khối nón 

      ĐS:        a)   Sxq =
2

2
a

   
          ;        Stp   =  2πa ( 2 1)                  ;      b)   V = 

3

12
a

 

Bài 3:Một hình nón có đường cao bằng a,thiết diện qua trục có góc ở đỉnh bằng 1200.  

    a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình nón 

    b)Tính thể tích của khối nón 

      ĐS:         a)  Sxq = 22 3a       ;        Stp   =  
2a (2 3 3)              ;      b)    V =   

3a  

Bài 4: Cho hình nón đỉnh S có chiều cao bằng a. Thiết diện qua đỉnh của hình nón hợp với đáy một 
góc 030  có diện tích bằng 24a . Tính diện tích xung quanh và thể tích của khối nón đó.  

                ĐS:    
3

2
xq

7πaS = πa 56 , V =
3

  

Bài 5: Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục ta được một tam giác vuông cân có cạnh huyền 
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               bằng 2a  

    a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình nón 

    b)Tính thể tích của khối nón 

    c)Cho dây cung BC của đường tròn đáy hình nón sao cho mặt phẳng (SBC) tạo với mặt phẳng 
chứa đáy hình nón một góc 600. Tính diện tích tam giác SBC 

 HD: a)  Thiết diện qua trục là tam giác SAB vuông cân tại S nên A


 = B


 = 450 

                       Sxq = 
2 2
2

a
               ;                    Stp =  

22 1
2

( ) a 
     

                  b) V   = 
3 2

12
a

                ;          c)     SSBC =  
2 2
3

a
 

MĂT TRỤ 

Bài 1: Một hình trụ có bán kính đáy bằng R và thiết diện qua trục là một hình vuông. 

    a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ 

    b)Tính thể tích của khối trụ 

        ĐS:   a)  Sxq =  4 r2               ;       Stp = 5R2     ;           b)  V   = 32R  

Bài 2: Cho một hình trụ có hai đáy là hai đường tròn tâm O và O’, bán kính R, chiều cao hình trụ là 
R 2 . 

     a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ 

     b)Tính thể tích của khối trụ 

        ĐS: a)  Sxq  = 2 2 R2      ;      Stp =  2 ( 2 1) R2      ;     b)  V =  3 2R  

Bài 3: Một hình trụ có bán kính đáy r = 5cm và khoảng cách giữa hai đáy bằng 7cm. 

    a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ 

    b)Tính thể tích của khối trụ 

    c)Cắt khối trụ bởi một mặt phẳng song song với trục và cách trụ 3cm. Hãy tính diện tích của thiết 
diện được tạo nên 

       ĐS:    a)  Sxq = 270 (cm2)    ;        Stp = 120 (cm2) 
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                 b)  V   = 175 (cm3)   ;    c)  t dS  =  56 (cm2)   ( thiết diện là hình chữ nhật) 

Bài 4: Một hình trụ có bán kính r và chiều cao h  = r 3  

        a)Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ 

        b)Tính thể tích của khối trụ tạo nên bởi hình trụ đã cho  

        c)Cho hai điểm A và B lần lượt nằm trên hai đường tròn đáy sao cho góc giữa đường thẳng AB 
và trục của hình trụ bằng 300. Tính khoảng cách giữa đường thẳng AB và trục của hình trụ 

        ĐS:   a)   Sxq =  2 3  r2      ;         Stp =  2 ( 3 1)  r2     ;        b) V  3 3 r  

                 c)    Kẻ OH AB OH là khoảng cách giữa đường thẳng AB và  trục  

                           OO’ của hình trụ   OH  = 
3

2
r

 

MẶT CẦU 

Bài 1: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a. SA = 2a và vuông góc với 
mp(ABCD).  

    a) Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu  đi qua 5 điểm A, B, C, D, S 

    b) Tính diện tích của mặt cầu và thể tích khối cầu tương ứng. 

     HD: a) Gọi O là trung điểm SC 

         Chứng minh: OA = OB = OC = OD = OS = 
2

SC
 mặt cầu S(O; 

2
SC

) ; r = 
2

SC
 = 

6
2

a
    

             b)      S = 
2

264 6
2

a a
 

   
 

      ;     V = 3 6a  

Bài 2: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B,  SA ABC , 

SA=AB=3a ,BC = 4a . Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC.                                                                    

                                                                                                                
ĐS: a 34r =

2
 

Bài 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật,  SA ABCD , SA=AB=a , BC = 2a .    

          Xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD.                                                                
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ĐS: a 3r =

2
 

Bài 4: Cho tứ diện ABCD có DA (ABC)  , DA = 5a , ABC vuông tại B và AB =3a , BC= 4a.  

        a) Chứng minh 4 điểm A, B, C, D cùng nằm trên một mặt cầu.Xác định tâm và bán kính   

            mặt cầu đó. 

        b) Tính diện tích mặt cầu và thể tích của khối cầu nêu trên. 

      HD:a) Gọi O là trung điểm của CDChứng minh:OA = OB = OC = OD =
1
2

CD 

        A, B, C, D thuộc mặt cầu S(O; 
2

CD
)    ;      Bán kính r = 

2
CD

  = 
1
2

5 2
2

a
 

             b)   S = 250a
          

;               V = 
3125 2

3
a
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                      CHƯƠNG III: PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 

 I. HỆ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN : 

   1. Tọa độ 1 điểm , tọa độ  1 vectơ: 

       A. Tóm tắt lý thuyết : 

  a) ( ; ; )u x y z u xi yj zk    
    

   
2 2 2

1i j k  
  

. . . 0i j j k k i  
     

 

   i


 = (1; 0; 0), (0;1;0)j 


, (0;0;1)k 


 

   ( ; ; )M x y z OM xi yj zk   
  

 

b) Cho  1 2 3
, ,a a a a


,  1 2 3

, ,b b b b


 

   1 1 2 2 3 3
, ,a b a b a b a b    

 
 

  1 2 3
k.a , ,ka ka ka


 

 
1 1

2 2

3 3

a

a b

b a b

a b

    

 
 

 1 2 3

1 2 3

a / / .
a a a

b a k b
b b b

    
   

 

c) Cho A(xA; yA; zA), B(xB; yB; zB) 

 ( ; ; )
B A B A B A

AB x x y y z z   


 

 2 2 2( ) ( ) ( )
B A B A B A

AB x x y y z z       

 + Tọa độ M là trung điểm đoạn thẳng AB: ( ; ; )
2 2 2

A B A B A B
x x y y z z

M
  

 

 + Tọa độ G là trọng tâm tam giác ABC: ( ; ; )
3 3 3

A B C A B C A B C
x x x y y y z z z

G
     
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d) 
1 1 2 2 3 3

a. . . .b a b a b a b  
 

 

 2 2 2
1 2 3

a a a a  


 

 
1 1 2 2 3 3

a . 0 . . . 0b a b a b a b a b      
   

 

 .
cos(a; )

.

a b
b

a b


 
  

e) 2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

a; , ,
a a a a a a

b
b b b b b b

          

 
 

       2..Dieän tích tam giaùc:       1 ,
2

S AB ACABC
 
 
   

        3.Ñieàu kieän 3 veùctô ñoàng phaúng:         , ,a b c
 

 ñoàng phaúng , . 0a b c 
  
   

 

        4 . A B C D tứ diện , . 0AB AC AD 
  
                  .Theå tích töù dieän: 1 , .

6
V AB AC ADABCD

 
 
    

        5. Thể tích khối hộp     , . '. ' ' ' 'V AB AD AAABCD A B C D
 
 
    

      B . Bài tập 

Bài 1.  

Viết tọa độ của các vectơ say đây:  2a i j
  

   + K3 ;    7 8b i k
  

  ;  9c k
 

  ;  

Bài 2.  

Cho ba vectơ 


a = ( 2; -1 ; 0 ),


b = ( -1; -2; 2) , 


c = (-2 ; 1; 0 ). 

a. Tìm tọa độ của vectơ : 


v = -2


a + 3


b - 5


c      và 


u  = 3


a - 2


c  

b. Chứng tỏ    


a   


b và  


b   


c  

ĐS:   a.  (3;-9;6) và (10;-5;0)            b.  
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Bài 3. Cho 2 vectơ 


a = (1; 2; 3) Tìm tọa độ của vectơ x


, biết rằng:  

 a) 0a x
  

        b) 4a x a
  

        

ĐS:   a.  (-1;-2;-3)                              b. (3;6;9) 

     Bài 4. Trong hệ Oxyz cho 3 điểm A(-1;-2;3) ,B(0;3;1)  , C(4;2;2) 

a. Tính tích vô hướng .AB AC


 

b. Tính côsin của góc BAC  

HD : a. 27       b.   9cos
2 35

BAC   

Bài 5.  

Cho hình hộp  ABCD.A'B'C'D', A(1; 0; 1), B(2; 1; 2), D(1; -1; 1), C'(4; 5; -5).  

Tìm tọa độ các đỉnh còn lại. 

ĐS: C(2;0;2)  ,  B’(4;6;-5)  ,  A’(3;5;-6)  ,  D’(3;4;-6) 

      Bài 6. 

 Cho bốn điểm (0;1;1), ( 1;0;2), ( 1;1;0); (2;1; 2)A B C D      

a. CMR:   ABCD là tứ diện .  

b. Tính chu vi giác ABC 

c. Tính  diện tích tam giác ABC và độ dài đường cao của tam giác ABC kẻ từ A 

d. Tìm tọa độ điểm D để tứ giác ABCD là hình bình hành. 

e. Tính góc CBD  

f. Tính thể tích tứ diện ABCD và độ dài đường cao của tứ diện kẻ từ D 

HD : 

a.   b. 2 3 5cv        c. 6
2

S   , 2 30
5

SAH
BC

     e. 9
130

CosCBD   f. 5
6

V      5
6

DK   

 II PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 
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       A. Tóm tắt lý thuyết : 

         a) Mặt cầu (S) tâm ( ; ; )I a b c , bán kính R có phương trình:  

( S ) :     2 2 2 2x a y b z c R       

          b) Dạng thứ hai: ( S ) : 2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d        (2) 

Với điều kiện 2 2 2 0a b c d    ,là phương trình mặt cầu tâm  ; ;I a b c , bán kính 
2 2 2R a b c d    . 

 

       B. Bài tập : Lập phương trình mặt cầu cần xác định tâm và bán kính mặt cầu đó 

      Dạng : ( S ) :      2 2 2 2x a y b z c R       

 

Bài 1. Viết phương trình mặt cầu tâm  1;2; 3A   và đi qua điểm  0;2;2M . 

HD:   .Mặt cầu đi qua điểm  0;2;2M  nên có bán kính 26R MA   

          .Phương trình mặt cầu tâm:      2 2 21 2 3 26x y z       

Bài 2 Viết phương trình mặt cầu đường kính AB biết  1; 2; 1A    và  3;0; 3B  . 

HD: . Mặt cầu đường kính AB có tâm là trung điểm I của đoạn AB.Tọa độ tâm  2; 1; 2I    

        . Bán kính mặt cầu 3R IA   

        . Phương trình mặt cầu cần tìm:      2 2 22 1 2 3x y z       

  Dạng :  Dạng ( S ): 2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d        (2)      ( 2 2 2 0a b c d    ) 

   Baøi 3 Laäp phöông trình maët caàøu qua 4 ñieåm khoâng ñoàng phaúng: A(6; 0; 0), B(0; 2; 0), 

 C(0; 0; 3), O(0; 0; 0). 

ĐS:   Dạng ( S ): 2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d        (2)      ( 2 2 2 0a b c d    ) 
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      Thay tọa độ O,A,B,C vào giải hệ ta được  d=0 , a=3 , b=1 , c= 3/2 

    Baøi 4 Laäp phöông trình maët caàøu qua 3 ñieåm A(0; 8; 0), B(4; 6; 2), C(0; 12; 4)  

          và có tâm nằm trong mp(Oyz)                                 ĐS: : 2 2 2( ) : 14 10 48 0S x y z y z       

  Iii : MẶT PHẲNG 

       A. Tóm tắt lý thuyết : 

a) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng: vectơ n   

0  gọi là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 

( )  nếu giá của n  vuông góc với mặt phẳng ( )  

b) Phương trình tổng quát của mặt phẳng: 0Ax By Cz D     2 2 2( 0)A B C     

c ) Mp ( )  đi qua điểm 
0 0 0 0
( ; ; )M x y z  và có vectơ pháp tuyến n


 = (A; B;C) 

 ( ) :      0 0 0
0A x x B y y C z z       

 d) Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn: Mặt phẳng đi qua các điểm: ( ;0;0)M a , 

(0; ;0)N b  và (0;0; )P c có phương trình dạng:  1
x y z
a b c
     

 e) Vị trí tương đối của hai mặt phẳng:  

Cho   : Ax + By + Cz + D = 0 và  

        (’):A’x + B’y + C’z + D = 0 

o ( ) cắt ( ) : : ' : ' : 'A B C A B C  

o () // (’) 
' ' ' '

A B C D
A B C D

     

o ()  (’) 
' ' ' '

A B C D
A B C D

     

f) Điều kiện vuông góc giữa 2 mp:    ' ' ' 0AA BB CC       

g) Khoảng cách từ điểm M
0
(x

0
,y

0
,z

0
) đến mặt phẳng   : 0Ax By Cz D      

               0 0 0

0 2 2 2
;( )

Ax By Cz D
d M

A B C


  


 
 

 B. Bài tập : 
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  Viết phương trình mặt phẳng cần tìm 1 điểm thuộc mp và 1 vecto pháp tuyến của mp đó 

       Bài 1 Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho tam giác ABC với A(1;4;-1), B(2;4;3), C(2;2;-
1).  Viết phương trình mặt phẳng đi qua A và vuông góc với đường thẳng BC.  

ĐS: y+2z-2 = 0 

       Bài 2  Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho hai điểm A(1;-2; 3), B(-5;0;1), Viết phương 
trình mặt phẳng trung trực của đoạn AB 

 ĐS : 3x-y+z+3 = 0 

       Bài 3  Viết phương trình mặt phẳng đi qua M(2;3;-1)  và song song với mp(P):x-5y+z = 0 

ĐS : x-5y+z+14 = 0 

 Trường hợp [ , ]n a b
  

 trong đó a


 và b


 là hai vecto không cùng phương có giá song song hoặc 
nằm trên mặt phẳng 

       Bài 4  ; Trong kg Oxyz, cho A ( 0;1;1), B(1;2;0) , C(1;0;2) . Viết phương trình mp(ABC) 

ĐS : 2x+y-z = 0 

       Bài 5  :Trong kg Oxyz, cho A(1;1;2), B(0;1;3) và mp(): 3 2 4 0x y z    . Viết pt mp() qua 
A, B và vuông góc với mp(). 

ĐS: y+2z-5=0 

      Bài 6  :Trong Oxyz, cho A(2;3;0). Viết pt mp() qua A, song song Oy và vuông góc với 

    mp(): 3 4 6 0x y z     

ĐS: 4x-3z-8=0 

     Bài 7  :Trong Oxyz, cho A(1; -1;-2), B(3; 1; 1) và (): x – 2y + 3z -5 = 0. Viết pt mặt phẳng (β) 
qua A, B và (β) (). 

ĐS: 4x-y-2z-9=0 

      Bài 8 : Viết phương trình mp(P) tiếp xúc với mặt cầ (S): 2 2 2( ) : 6 2 4 5 0S x y z x y z                                                
tại A(4;3;0     ) 

ĐS: x+2y+2z-10=0   ; x+2y+2z+8=0 

      Bài 9 :  Viết phương trình mặt cầu (S)  có tâm  0;2; 2I   và tiếp xúc với mặt phẳng 

  : 2 2 3 0x y z      
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ĐS:    2 22 2 2 3x y z      

      Bài 10 : Trong Oxyz, viết pt mp(P)  song song với mặt phẳng 4x+3y-12z+1=0 và tiếp xúc với 
mặt cầu có phương trình :  x2+y2+z2-2x-4y-6z-2=0 

HD : Mp(P): 4x+3y-12z+D=0 . Khoảng cách từ tâm I đến mp(P)= R ta được D =78 hoặc D - -26 

IV : ĐƯỜNG THẲNG :           

    A. Tóm tắt lý thuyết : 

  1.. Phương trình đường thẳng: 

  a) Phương trình tham số của đường thẳng  

   Trong (Oxyz) cho (d) đi qua M
0
(x

0
,y

0
,z

0
) và có vectơ chỉ phương: u


= (a;b;c)  

 Khi đó: 
0

:
o

o

x x at

d y y bt

z z ct

      

 (tR) 

 b) Phương trình chính tắc của đường thẳng o o o
x x y y z z

a b c

  
   

 2.. Vị trí tương đối của hai đường thẳng trong không gian  

Trong Oxyz cho (d) qua M và có VTCP u


 và (d’) qua M’ và có VTCP 'u


 . 

o d trùng d’ , ' , ' 0u u u MM          

    
  

o  d // d’ 
, ' 0

, ' 0

u u

u MM

        

  

     

o d và d’ cắt nhau     
, ' 0

, ' . ' 0

u u

u u MM

        

  

    

o  d và d’ chéo nhau  , ' . ' 0u u MM    

  
 

  Hoặc:   Cho 
0 1

0 2

0 3

x x ta
d : y y ta

z z ta

  


 
  

  và  
0 1

0 2

0 3

x x t a
d : y y t a

z z t a

    


    
    
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 a) d // d
 0 0 0

a ka
M x ;y ;z d

  


 

 

  b) d d
 0 0 0

a ka
M x ;y ;z d

  


 

   

  c) d cắt d
0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a
y ta y t a
z ta z t a

     


     
     

có đúng 1 n0 

d) d chéo d
0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a
y ta y t a
z ta z t a

     


     
     

vô nghiệm và a kb
 

 

 3 Khoảng cách : 

1. Khoaûng caùch töø 1 ñieåm ñeán 1 maët phaúng: Khoaûng caùch töø ñieåm M0(x0; y0; z0) ñeán 
mp 0:)(  DCzByAx  laø: 

  0 0 0,( )0 2 2 2

Ax By Cz D
d M

A B C


  


 

 

2.Khoaûng caùch töø ñieåm M1 ñeán ñöôøng thaúng ()  ñi qua ñieåm M0 vaø coù VTCP phöông u


 laø: 

,0 1( , )1
M M u

d M
u

 
   

 

  

3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau:                                                                        
(1) ñi qua M1 vaø coù VTCP u

  vaø (2) ñi qua M2 vaø coù veùctô chæ phöông 

v . Khoaûng caùch giöõa 

(1) vaø (2) laø:  
, . 1 2( , )1 2 ,

u v M M
d

u v

 
 

 
 

  

 

   

 

4. Góc :  

  1.Goùc giöõa 2 ñöôøng thaúng:  Cho (1) coù VTCP u
 =(a1; b1; c1) vaø (2) coù VTCP  
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
v = (a2; b2; c2). Goïi  laø goùc giöõa (1) vaø (2). 

Ta coù:  .
1 2 1 2 1 2cos

2 2 2 2 2 2| | .| | 1 1 1 2 2 2

u v a a b b c c

u v a b c a b c


 
 

  
   

 

Ñaëc bieät: ( ) ( ) a a b b c c 01 2 1 2 1 2 1 2        

2.Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng: Cho ñöôøng thaúng () coù VTCP u


=(a; b; c) vaø () coù 
VTPT n



=(A; B; C). Neáu   laø goùc giöõa () vaø () thì: 

.
sin

2 2 2 2 2 2| | . | |

n u Aa Bb Cc

n u A B C a b c


 
 

  
   

 (00    900) 

3.Goùc giöõa 2 maët thaúng: Cho mp(1) coù VTPT n


1=(A1; B1; C1) vaø  mp(1) coù VTPT n


2=(A2; 

B2; C2). Neáu   laø goùc giöõa (1) vaø (2) thì: .1 2 1 2 1 2 1 2cos
2 2 2 2 2 2| |.| | 1 1 1 2 2 21 2

n n A A B B C C

A B C A B Cn n



 

  
   

 

B. Bài tập :  

Viết phương trình đường thẳng cần 1 điểm thuộc đường thẳng và 1 vecto chỉ phương của nó 

  Bài 1:   Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua 2 điểm  1;2; 3A  ,  0;1; 2B   

  Bài  2:     Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua điểm  1; 2;5A  và ∆ vuông góc với mặt phẳng 

  : 2 3 6 1 0x y z      

  Bài 3 :      Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua điểm  1; 2;5A  và ∆ song song với đường 

thẳng 1 3
:

5 2 1
x y z

d
 

 


 

  Bài 4 :  Trong không gian Oxyz, cho hai điểm M(1;0;2)và đường thẳng 

 
1 2

: 3
6

x t
d y t

z t

 
   
  

. 

1. Viết phương trình mp(P) đi qua điểm M và vuông góc với đường thẳng (d).  
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2. Tìm tọa độ H hình chiếu vuông góc của M lên (d) 

ĐS:  1.  (P): 2x+y-z=0                      2. t=-7/4     H( - 10/4 ; - 11/4 ; 31/4 ) 

   Bài 5 :Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(3; -2;-2) và mặt phẳng (P) có phương 
trình 2x-2y+z-1=0.  

1) Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P).  

2)  . Tìm tọa độ H hình chiếu vuông góc của A lên ( P) 

ĐS : 1.  
3 2

: 2 2
2

x t
d y t

z t

 
   
   

                2. t=- 7/10     H ( 8/5;-3/5;-27/10) 

 

       Bài 6 Lập pt mp qua điểm A, và đt , biết A(4;2;3), : 1 2 2

3 4 2

x y z  
   

ĐS: (P): 4x+3y-12z+26=0 

      Bài 7 Cho 


   
  

: 11 2

16

x t

d y t

z t

  
 

5 2 3
' :

2 1 6

x y z
d .  CMr: d cắt d’.Viết ptmp chứa d và d’. 

ĐS: CM: 
0 0

, ' (13; 8; 3) 0

, ' . ' 0

u u

u u M M

           

  

   hoặc giải hệ có nghiệm duy nhất .   (P): 13x-8y-3z-40=0 

 

      Bài 8Cho 
 

  
  

5 2

: 1

5

x t

d y t

z t

 và 
 

   
  

3 2 '

' : 3 '

1 '

x t

d y t

z t

. CMr: d//d’. Viết ptmp chứa d và d’. 

ĐS: CM  
, ' 0

, ' (0; 5;5) 0

u u

u MM

          

  

      hoặc cm   a) d // d
 0 0 0

a ka
M x ;y ;z d

  


 

    (P) y-z +4=0 
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      Bài 9Cho 


  
  

: 1 2

6 3

x t

d y t

z t

 và 
 

   
  

1 '

' : 2 '

3 '

x t

d y t

z t

. 

 a. CMr: d và d’ chéo nhau. 

 b. Lập pt mp qua O và song song với d và d’. 

ĐS: a.   , ' . ' 14 0u u MM      

  
        b. (P): -5x+4y-z =0 

     Bài 10 : Cho đường thẳng  d: 
 

  
  

12 4

9 3

1

x t

y t

z t

 và mp(P):    3 5 2 0x y z . 

          a. Tìm toạ độ giao điểm của d và (P) 

           b.  Viết ptmp (P’) qua M(1; 2; -1) và vuông góc với d. Tính khoảng cách từ M đến d. 

           c. Tính góc giữa d và (P). 

ĐS: a. t=-3 , I(0;0;-2)   b. (P): 4x+3y+z-9=0 ,d(M,d) = 910
26

  c. 910sin
35

   

    Bài 11 :          Cho mặt phẳng  )( : 6x+3y+2z-6=0 

a.  Tìm toạ độ hình chiếu của điểm A(1,1,2) lên mặt phẳng )(  
b. Tìm toạ độ điểm đối xứng A’ của A qua )(  

ĐS: a. Pt đt qua A vuông góc )( là   
 

  
  

1 6

1 3

2 2

x t

y t

z t

giải hệ …t=-1/7   , H(1/7;4/7;12/7) 

c. H là trung điểm đoạn AA’ suy ra A’(-5/7 ; 1/7 ; 10/7) 
Các đề thi tốt nghiệp 

   Bài 1 : ( TN 2009 nâng cao)Trong không gian Oxyz cho điểm  

A(1; -2; 3) và đường thẳng d: 1 2 3
2 1 1

x y z  
 


 

1.Viết phương trình mặt phẳng qua A và vuông góc với d 

2.Tính khỏang cách từ A đến đường thẳng d. Viết phương trình mặt cầu tâm A, tiếp xúc với d. 

ĐS: 1. (P): 2x+y-z+3=0     2. d(A,d)= 5 2   ,  (S):    2 22( 1) 2 3 50x y z       
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    Bài 2 (Đề TN 2008, Lần 1, Ban KHTN):  

Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(3; -2;-2) và mặt phẳng (P) có phương trình 2x-
2y+z-1=0.  

1) Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P).  

2) Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (P). Viết phương trình của mặt phẳng (Q) sao cho 
(Q) song song với (P) và khoảng cách giữa (P) và (Q) bằng khoảng cách từ điểm A đến (P). 

ĐS:  1. 
 

   
   

3 2

2 2

2

x t

y t

z t

  2. d(A.(P)) = 7/3   (Q): 2x-2y+z+D=0. d((P),(Q))= 7/3 ta được D=6 :D=-8 

    Bài 3 (Đề TN 2008, Lần 2, Ban KHTN): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm  M(1;-2;0), N(-3;4;2) và mặt phẳng (P) có 
phương trình 2 2 7 0x y z    .   

1.  Viết phương trình đường thẳng MN.  

2. Tính khoảng cách từ trung  điểm của đoạn thẳng MN đến mp(P). 

ĐS: 1. 
 

   
 

1 4

2 6

2

x t

y t

z t

  2. I(-1;1;1)    ,  d(I,(P) = 2 

    Bài 4 (Đề TN 2008, L2, Ban KHXH): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm  2; 1;3A  , mặt phẳng   : 2 2 10 0P x y z    . 

1) Tính khoảng cách từ điểm A đến mp(P). 

2). Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P). 

ĐS:  1. D(A,(P)) = 4           2. 
 

   
  

2

1 2

3 2

x t

y t

z t

 

   Bài 5  (Đề TN BTTH 2006): Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho bốn điểm  A(4; 3; 2), B(3; 
0; 0), C(0; 3; 0) và   D(0; 0; 3).   

 1. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm  A và trọng tâm G của tam  giác BCD.  
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 2. Viết phương trình mặt cầu có tâm A và tiếp xúc với mặt phẳng đi qua ba điểm B, C, D. 

ĐS: 1.  G(1;1;1)   
 

  
 

1 3

1 2

12

x t

y t

z t

  2. mp(BCD): x+y+z-3=0  R=d(A,(BCD))= 2 3  

   Bài 6  (Đề TN 2006, Ban KHTN):  

Trong không gian tọa độ Oxyz  cho ba điểm  A(2; 0; 0), B(0; 3; 0), C(0; 0; 6).  

1. Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, C. Tính diện tích tam giác ABC.  

2. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Viết phương trình mặt cầu đường kính OG. 

ĐS: 1. mp(ABC): 3x+2y+z-6=0 ,   S= 3 14        2. G(2/3 ;1 ;2)  , tâm I(1/3 ;1/2 ;1)  R= 7/6 

 

   Bài 7  (Đề TN 2006, KPB): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba điểm A(1; 0; -1),  

B(1; 2; 1), C(0; 2; 0).  Gọi G là trọng tâm tam giác ABC.    

 1. Viết phương trình đường thẳng OG.  

 2. Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm O, A, B, C.   

 3. Viết phương trình các mặt phẳng vuông góc với đường thẳng OG và tiếp xúc với mặt cầu (S) 

ĐS:  1. 

2
3
1

( )
3
0

x t

y t t R

z

    

  2. x2+y2+z2-2x-2y=0   3.  mp (P): 2 1 0
3 3

x y D     d(I,(P))=R       

2 210 2; 2
3 3 10

D D      

    Bài 8  (Đề TN 2007, L1, Ban KHXH):  

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho điểm  1;2;3E  và mặt phẳng   : 2 2 6 0x y z     . 

1). Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm là gốc tọa độ và tiếp xúc với  mp  . 

2). Viết phương trình tham số của đường thẳng    đi qua điểm E và vuông góc với  mp   
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ĐS: 1. . R= ( , ( )) 2d o      2.   
1

2 2 ( )

3 2

x t

y t t R

z t

       

 

Hết 

 

                  CÁC BÀI TẬP ÔN PPTĐ TRONG KHÔNG GIAN 

 

      B . Bài tập 

Bài 1.  

Viết tọa độ của các vectơ say đây:  2a i j
  

   + K3 ;    7 8b i k
  

  ;  9c k
 

  ;  

Bài 2.  

Cho ba vectơ 


a = ( 2; -1 ; 0 ),


b = ( -1; -2; 2) , 


c = (-2 ; 1; 0 ). 

c. Tìm tọa độ của vectơ : 


v = -2


a + 3


b - 5


c      và 


u  = 3


a - 2


c  

  Bài  2:     Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua điểm  1; 2;5A  và ∆ vuông góc với mặt phẳng 

  : 2 3 6 1 0x y z      

  Bài 3 :      Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua điểm  1; 2;5A  và ∆ song song với đường 

thẳng 1 3
:

5 2 1
x y z

d
 

 


 

  Bài 4 :  Trong không gian Oxyz, cho hai điểm M(1;0;2)và đường thẳng 

 
1 2

: 3
6

x t
d y t

z t

 
   
  

. 

1. Viết phương trình mp(P) đi qua điểm M và vuông góc với đường thẳng (d).  

2. Tìm tọa độ H hình chiếu vuông góc của M lên (d) 

ĐS:  1.  (P): 2x+y-z=0                      2. t=-7/4     H( - 10/4 ; - 11/4 ; 31/4 ) 
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   Bài 5 :Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(3; -2;-2) và mặt phẳng (P) có phương 
trình 2x-2y+z-1=0.  

1) Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P).  

2)  . Tìm tọa độ H hình chiếu vuông góc của A lên ( P) 

ĐS : 1.  
3 2

: 2 2
2

x t
d y t

z t

 
   
   

                2. t=- 7/10     H ( 8/5;-3/5;-27/10) 

 

       Bài 6 Lập pt mp qua điểm A, và đt , biết A(4;2;3), : 1 2 2

3 4 2

x y z  
   

ĐS: (P): 4x+3y-12z+26=0 

      Bài 7 Cho 


   
  

: 11 2

16

x t

d y t

z t

  
 

5 2 3
' :

2 1 6

x y z
d .  CMr: d cắt d’.Viết ptmp chứa d và d’. 

ĐS: CM: 
0 0

, ' (13; 8; 3) 0

, ' . ' 0

u u

u u M M

           

  

   hoặc giải hệ có nghiệm duy nhất .   (P): 13x-8y-3z-40=0 

 

      Bài 8Cho 
 

  
  

5 2

: 1

5

x t

d y t

z t

 và 
 

   
  

3 2 '

' : 3 '

1 '

x t

d y t

z t

. CMr: d//d’. Viết ptmp chứa d và d’. 

ĐS: CM  
, ' 0

, ' (0; 5;5) 0

u u

u MM

          

  

      hoặc cm   a) d // d
 0 0 0

a ka
M x ;y ;z d

  


 

    (P) y-z +4=0 

 

      Bài 9Cho 


  
  

: 1 2

6 3

x t

d y t

z t

 và 
 

   
  

1 '

' : 2 '

3 '

x t

d y t

z t

. 

 a. CMr: d và d’ chéo nhau. 
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 b. Lập pt mp qua O và song song với d và d’. 

ĐS: a.   , ' . ' 14 0u u MM      

  
        b. (P): -5x+4y-z =0 

     Bài 10 : Cho đường thẳng  d: 
 

  
  

12 4

9 3

1

x t

y t

z t

 và mp(P):    3 5 2 0x y z . 

          a. Tìm toạ độ giao điểm của d và (P) 

           b.  Viết ptmp (P’) qua M(1; 2; -1) và vuông góc với d. Tính khoảng cách từ M đến d. 

           c. Tính góc giữa d và (P). 

ĐS: a. t=-3 , I(0;0;-2)   b. (P): 4x+3y+z-9=0 ,d(M,d) = 910
26

  c. 910sin
35

   

    Bài 11 :          Cho mặt phẳng  )( : 6x+3y+2z-6=0 

d.  Tìm toạ độ hình chiếu của điểm A(1,1,2) lên mặt phẳng )(  
e. Tìm toạ độ điểm đối xứng A’ của A qua )(  

ĐS: a. Pt đt qua A vuông góc )( là   
 

  
  

1 6

1 3

2 2

x t

y t

z t

giải hệ …t=-1/7   , H(1/7;4/7;12/7) 

       b. H là trung điểm đoạn AA’ suy ra A’(-5/7 ; 1/7 ; 10/7) 

   Bài 12 : ( TN 2009 nâng cao)Trong không gian Oxyz cho điểm  

A(1; -2; 3) và đường thẳng d: 1 2 3
2 1 1

x y z  
 


 

1.Viết phương trình mặt phẳng qua A và vuông góc với d 

2.Tính khỏang cách từ A đến đường thẳng d. Viết phương trình mặt cầu tâm A, tiếp xúc với d. 

ĐS: 1. (P): 2x+y-z+3=0     2. d(A,d)= 5 2   ,  (S):    2 22( 1) 2 3 50x y z       

   

    Bài 13 (Đề TN 2008, Lần 1, Ban KHTN):  

Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm A(3; -2;-2) và mặt phẳng (P) có phương trình 2x-
2y+z-1=0.  
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1) Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P).  

2) Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (P). Viết phương trình của mặt phẳng (Q) sao cho 
(Q) song song với (P) và khoảng cách giữa (P) và (Q) bằng khoảng cách từ điểm A đến (P). 

ĐS:  1. 
 

   
   

3 2

2 2

2

x t

y t

z t

  2. d(A.(P)) = 7/3   (Q): 2x-2y+z+D=0. d((P),(Q))= 7/3 ta được D=6 :D=-8 

    Bài 14 (Đề TN 2008, Lần 2, Ban KHTN): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các điểm  M(1;-2;0), N(-3;4;2) và mặt phẳng (P) có 
phương trình 2 2 7 0x y z    .   

1.  Viết phương trình đường thẳng MN.  

2. Tính khoảng cách từ trung  điểm của đoạn thẳng MN đến mp(P). 

ĐS: 1. 
 

   
 

1 4

2 6

2

x t

y t

z t

  2. I(-1;1;1)    ,  d(I,(P) = 2 

    Bài 15 (Đề TN 2008, L2, Ban KHXH): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm  2; 1;3A  , mặt phẳng   : 2 2 10 0P x y z    . 

1) Tính khoảng cách từ điểm A đến mp(P). 

2). Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm A và vuông góc với mặt phẳng (P). 

ĐS:  1. D(A,(P)) = 4           2. 
 

   
  

2

1 2

3 2

x t

y t

z t

 

   Bài 16  (Đề TN BTTH 2006): Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho bốn điểm  A(4; 3; 2), 
B(3; 0; 0), C(0; 3; 0) và   D(0; 0; 3).   

 1. Viết phương trình đường thẳng đi qua điểm  A và trọng tâm G của tam  giác BCD.  

 2. Viết phương trình mặt cầu có tâm A và tiếp xúc với mặt phẳng đi qua ba điểm B, C, D. 

ĐS: 1.  G(1;1;1)   
 

  
 

1 3

1 2

12

x t

y t

z t

  2. mp(BCD): x+y+z-3=0  R=d(A,(BCD))= 2 3  
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   Bài 17  (Đề TN 2006, Ban KHTN):  

Trong không gian tọa độ Oxyz  cho ba điểm  A(2; 0; 0), B(0; 3; 0), C(0; 0; 6).  

1. Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm A, B, C. Tính diện tích tam giác ABC.  

2. Gọi G là trọng tâm tam giác ABC. Viết phương trình mặt cầu đường kính OG. 

ĐS: 1. mp(ABC): 3x+2y+z-6=0 ,   S= 3 14        2. G(2/3 ;1 ;2)  , tâm I(1/3 ;1/2 ;1)  R= 7/6 

   Bài 18  (Đề TN 2006, KPB): 

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba điểm A(1; 0; -1),  

B(1; 2; 1), C(0; 2; 0).  Gọi G là trọng tâm tam giác ABC.    

 1. Viết phương trình đường thẳng OG.  

 2. Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm O, A, B, C.   

 3. Viết phương trình các mặt phẳng vuông góc với đường thẳng OG và tiếp xúc với mặt cầu (S) 

ĐS:  1. 

2
3
1

( )
3
0

x t

y t t R

z

    

  2. x2+y2+z2-2x-2y=0   3.  mp (P): 2 1 0
3 3

x y D     d(I,(P))=R       

2 210 2; 2
3 3 10

D D      

    Bài 19  (Đề TN 2007, L1, Ban KHXH):  

Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho điểm  1;2;3E  và mặt phẳng   : 2 2 6 0x y z     . 

1). Viết phương trình mặt cầu (S) có tâm là gốc tọa độ và tiếp xúc với  mp  . 

2). Viết phương trình tham số của đường thẳng    đi qua điểm E và vuông góc với  mp   

ĐS: 1. . R= ( , ( )) 2d o      2.   
1

2 2 ( )

3 2

x t

y t t R

z t

       
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CHƯƠNG TRÌNH 
HỘI THẢO TỔ CHỨC ÔN THI TỐT NGHIỆP THPT MÔN TOÁN  

NĂM HỌC 2011-2012 
Thời gian: 01 ngày, thứ năm ngày 05/4/2012. 
Địa điểm:  Trường THPT Võ Trường Toản TP Bến Tre 
Thành phần tham dự: Cán bộ, giáo viên đang giảng dạy môn Toán khối 12 của các trường THPT 
và các TT GDTX trong tỉnh. 
 
Thời gian Nội dung Người thực hiện 
7g30 – 7g35 
 

Giới thiệu mục đích – yêu cầu của Hội 
thảo, đại biểu, thành phần tham dự 

Ông Nguyễn Hữu Thi (GV 
trường THPT Ngô Văn Cấn) 

7g35 – 8g00 
 

Khai mạc: Phát biểu khai mạc Lãnh đạo Sở GD&ĐT 

8g00 – 8g20 
 

Hướng dẫn ôn tập và làm bài thi TN 
THPT môn Toán 

Ông Phạm Đình Luyến (CV 
Phòng GDTrH Sở GD&ĐT) 

8g20 – 9g00 
 

Chủ đề 1: Ứng dụng của đạo hàm                                                    
 

Ông Lê Văn Dũng (GV trường 
THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

 
9g00 – 9g15 
 

Nghỉ giải lao  

9g15 – 9g45 Chủ đề 2: Hàm số luỹ thừa, hàm số mũ và 
hàm số logarit                                                    
 

Ông Nguyễn Văn Hội (GV 
trường THPT Ca Văn Thỉnh) 

9g45 – 10g30 
 

Chủ đề 3: Nguyên hàm, tích phân và ứng 
dụng                                                     
 

Ông Nguyễn Văn Tuấn (GV 
trường THPT Cheguevara) 

10g30 – 11g 
 

Chủ đề 4: Số phức                                                    
 

Ông Nguyễn Hữu Thi (GV 
trường THPT Ngô Văn Cấn) 

 
13g30 – 14g15 
 

Chủ đề 5, 6: Khối đa diện và khối tròn 
xoay 

Ông Đỗ Quang Trạng (GV 
trường THPT Huỳnh Tấn Phát) 

14g15 – 15g00 
 

Chủ đề 7: Phương pháp toạ độ trong 
không gian                                                    
 

Ông Nguyễn Văn Kiến (GV 
trường THPT Phan Văn Trị) 

15g00 – 15g15 
 

Nghỉ giải lao  

15g15 – 16g00 Tổng kết Ông Phạm Đình Luyến (chuyên 
viên phòng GDTrH) 

16g00 – 16g30 
 

Phát biểu kết thúc Hội thảo Lãnh đạo Sở GD&ĐT 

 

 

 


